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Resume´
Nous introduisons la cate´gorie des espaces bore´liens-topologiques, appele´e BT-cate´gorie:
c’est un cadre naturel pour la classification mesurable des feuilletages et des laminations usuels.
Nous nous inte´ressons au cas des laminations de dimension deux. Nous prouvons les deux
re´sultats principaux suivants:
(1) Une lamination bore´lienne par plans est la suspension d’une action de Z2 sur un espace de
Borel standard si et seulement si elle est hyperfinie.
(2) Toute lamination par surfaces admettant une structure complexe parabolique mesurable est
moyennable.
Le troisie`me re´sultat est une ame´lioration de (2) dans le cas des laminations munies d’une
mesure transverse quasi-invariante µ. L’e´nonce´ est le suivant:
(3) Une lamination par plans, cylindres et tores est µ-moyennable si et seulement si elle admet
une me´trique de Riemann plate le long de µ-presque chaque feuille.
Abstract
We introduce the so-called BT-category of borelian-topological spaces: it will be a natural
frame for a measurable classification of usual foliations and laminations. We focus on the two-
dimensional case: borelian laminations by surfaces. We prove two main results:
(1) Any borelian lamination by planes is the suspension of a Z2-action on a Borel space iff this
lamination is hyperfinite.
(2) Any borelian lamination by surfaces is amenable if parabolic, i.e. if it admits a complex
structure parabolic on each leaf.
The third result is an improvement of (2) in case of laminations endowed with a transverse
quasi-invariant measure µ. The statement is the following:
(3) Any borelian lamination by planes, cylinders and tori is µ-amenable if and only if it admits
a metric which is flat on µ-almost all leafs.
Introduction
L’objet du pre´sent travail est une e´tude des laminations par surfaces d’un point de vue mesurable.
Concre`tement, e´tant donne´e une lamination (X,F) on conside`re la double structure donne´e par:
a) la structure bore´lienne B engendre´e par la topologie initiale de X ;
b) la topologie fine de la lamination, encore note´e F .
Ce couple de´finit une lamination bore´lienne; c’est un objet d’une cate´gorie que nous de´signerons par
BT (bore´lienne-topologique). Les laminations bore´liennes sont alors une ge´ne´ralisation naturelle des
laminations et feuilletages. Nous avons donc dans ce cadre les notions naturelles de:
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• Me´trique riemannienne et structure conforme: une me´trique riemannienne g sur F est une
famille de me´triques sur les feuilles de F variant de fac¸on bore´lienne. Toute me´trique de
Riemann de´termine une famille bore´lienne de structures conformes sur les feuilles de (X,F).
• Mesure de Lebesgue: Une me´trique de Riemann sur (X,F) de´termine une famille bore´lienne
λ de mesures sur les feuilles de F . Cette famille sera appele´e la mesure de Lebesgue de F .
La classe d’e´quivalence de λ, qui est inde´pendante de la me´trique de Riemann choisie, sera
appele´e la classe de Lebesgue.
• Triangulation: ce sera e´galement une famille bore´lienne de triangulations des feuilles de F . Le
sens du mot ”bore´lien” dans ce cas sera pre´cise´ au §2.1.2.
Certains proce´de´s usuels de construction se transposent au cadre des laminations bore´liennes:
• Suspension: e´tant donne´e une surface S, on construit la suspension d’une action bore´lienne φ
de π1(S) sur un espace de Borel standard T de fac¸on analogue au cas continu. L’espace total
X de cette suspension est un espace de Borel standard muni d’une lamination bore´lienne F
obtenue par passage au quotient de la lamination triviale sur S˜×T , ou` S˜ de´signe le reveˆtement
universel de S. La projection naturelle:
p : X → S
est une application bore´lienne, continue le long des feuilles, i.e. une application BT. C’est en
plus un reveˆtement de S en restriction a` chaque feuille. La lamination bore´lienne (X,F) est
ce que nous appellerons un BT-reveˆtement de S.
• Action d’un groupe de Lie G: une lamination bore´lienne (X,F) est de´finie par une action de
G si les feuilles de F sont les orbites d’une action
Φ : G×X → X
suppose´e BT en un sens e´vident. La BT-action Φ induit sur chaque feuille de F une action
continue transitive de G. On dira que Φ est localement libre s’il en est ainsi pour l’action
induite par Φ sur chaque feuille.
Deux dernie`res notions jouent un roˆle fondamental dans la the´orie de syste`mes dynamiques:
l’hyperfinitude et la moyennabilite´. Une lamination bore´lienne (X,F) sera dite:
i) Hyperfinie: si pour toute transversale bore´lienne T , la relation bore´lienne discre`te FT in-
duite par F sur T est hyperfinie. Ceci signifie qu’il existe une suite croissante de relations
d’e´quivalence bore´liennes finies Rn sur T telle que FT = ∪nRn.
ii) Moyennable: Soit λ la classe de Lebesgue de (X,F) et L∞(F , λ) l’espace des fonctions
bore´liennes f : X → R qui sont λ-essentiellement borne´es sur chaque feuille. Alors (X,F)
est dite moyennable s’il existe une application line´aire positive
m : L∞(F , λ)→ L∞(F , λ)
qui a` tout e´le´ment f ∈ L∞(F , λ) associe une fonction m(f) basique i.e. constante le long des
feuilles, et telle que m(1) = 1.
Les notions d’hyperfinitude et moyennabilite´ peuvent eˆtre ”relativise´es” par rapport a` une mesure
transverse quasi-invariante µ (cf. §1.3.1). En ge´ne´ral, on dira qu’une lamination bore´lienne (X,F)
ve´rifie une proprie´te´ mod(µ) s’il existe un bore´lien sature´ X1 ⊂ X de mesure totale tel que la
lamination bore´lienne induite (X1,F1) ve´rifie cette proprie´te´. On peut parler alors de lamination
hyperfinie mod(µ). On pourrait parler e´galement de lamination moyennable mod(µ), mais nous
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aurons besoin d’une notion plus subtile, connue dans la lite´rature sous le nom de µ-moyennabilite´
(cf. [5]).On note L∞(F , λ, µ) l’espace des fonctions bore´liennes qui sont λ-essentiellement borne´es
sur µ-presque chaque feuille. On dira que (X,F) est µ-moyennable s’il existe une application line´aire
positive
m : L∞(F , λ, µ)→ L∞(F , λ, µ)
qui assigne a` toute fonction une fonction basique, et telle que m(1) = 1. La moyennabilite´ mod(µ)
entraˆıne clairement la µ-moyennabilite´, mais la re´ciproque n’est pas e´vidente. En revanche il est
connu que l’hyperfinitude mod(µ) est e´quivalente a` la µ-moyennabilite´ (cf. [11]). On aimerait un
re´sultat analogue dans le cadre purement bore´lien. A ce proposWeiss conjecturait dans [36] que toute
action bore´lienne d’un groupe discret moyennable engendrait une relation d’e´quivalence hyperfinie.
Cette conjecture a e´te´ prouve´e dans [23] pour un groupe de type fini a` croissance polynomiale.
Le re´sultat central de ce travail est le suivant. Il peut eˆtre vu comme une extension au cadre des
laminations par surfaces du the´ore`me de Ambrose-Kakutani pour les flots [4] (voir aussi [35]).
The´ore`me 0.1. Soit (X,F) une lamination bore´lienne par surfaces. Les trois conditions suivantes
sont e´quivalentes:
1. (X,F) est hyperfinie par plans, tores et cylindres;
2. (X,F) est un BT-reveˆtement du tore T2;
3. (X,F) est de´finie par une BT-action localement libre de R2.
Il est clair que tout BT-reveˆtement du tore est de´fini par une BT-action localement libre de
R2. En effet, on peut relever sur les feuilles de la lamination l’action naturelle de R2 sur le tore.
L’implication (3)⇒(1) de´coule imme´diatement des re´sultats de [23]. Il ne nous reste donc qu’a`
montrer l’implication (1)⇒(2). Pour ce faire nous remplac¸ons l’hyperfinitude par une condition qui
dans ce cadre est e´quivalente: l’hypercompacite´. Cette condition nous permettra de construire un
reveˆtement du tore par approximations successives sur des morceaux compacts dans les feuilles.
Nous traiterons de manie`re inde´pendante les laminations par plans, par cylindres et par tores. Ceci
est possible car les ensembles sature´s forme´s par les feuilles ayant 0, 1 ou 2 bouts respectivement sont
des bore´liens (voir [16]). Nous traiterons en de´tail le cas des laminations par plans (the´ore`me 4.1)
et laisserons au lecteur le cas des tores et des cylindres. Ce dernier est particulie`rement inte´ressant
du fait que toute lamination bore´lienne dont toutes les feuilles ont deux bouts est automatiquement
hyperfinie car c’est l’extension compacte d’un flot [16] (voir aussi le the´ore`me 3.28 de [7]). Enfin le
cas des tores est presque trivial.
Rappelons qu’une surface de Riemann est dite parabolique si son reveˆtement universel est con-
forme´ment e´quivalent au plan euclidien; ceci implique en particulier que la surface est home´omorphe
a` un tore, un cylindre ou un plan. On peut alors se demander si toute lamination par tores, plans et
cylindres admet une me´trique parabolique. Le re´sultat suivant re´pond ne´gativement a` cette question.
The´ore`me 0.2. Soit (X,F) une lamination bore´lienne par surfaces. Si (X,F) admet une me´trique
de Riemann parabolique, alors elle est moyennable.
Toute relation d’e´quivalence hyperfinie est moyennable, mais la re´ciproque est au stade de conjec-
ture au moment ou` nous e´crivons ce texte. En particulier, nous ignorons toujours si toute lamination
parabolique est hyperfinie. Nous sommes pour cette raison oblige´s d’introduire une mesure trans-
verse quasi-invariante dans l’e´nonce´ du the´ore`me suivant, qui de´coule des the´ore`mes 0.2 et 0.1 et du
the´ore`me de Connes-Feldman-Weiss [11].
The´ore`me 0.3. Soit (X,F) une lamination bore´lienne orientable par surfaces munie d’une mesure
transverse quasi-invariante µ. Alors les six conditions suivantes sont e´quivalentes mod(µ):
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1. (X,F) est hyperfinie par plans, tores et cylindres;
2. (X,F) est un BT-reveˆtement du tore;
3. (X,F) est de´finie par une BT-action localement libre de R2;
4. (X,F) admet une me´trique de Riemann plate comple`te;
5. (X,F) admet une me´trique de Riemann parabolique;
6. (X,F) est moyennable par plans, tores et cylindres.
Les implications (1)⇒(2)⇒(3)⇒(4)⇒(5)⇒(6) sont vraies dans le cas purement bore´lien, i.e. sans
mesure quasi-invariante. En effet les deux premie`res de´coulent du the´ore`me 0.1 et toute BT-action
localement libre de R2 de´termine naturellement une me´trique de Riemann comple`te plate sur les
feuilles de F invariante par l’action. Une surface de Riemann plate comple`te est toujours parabolique
car son reveˆtement universel est le plan euclidien, et enfin l’implication (5)⇒(6) de´coule du the´ore`me
0.2. En ce qui concerne l’implication (6)⇒(1), on a de´ja` souligne´ que la moyennabilite´ entraˆıne la
µ-moyennabilite´, et celle-ci l’hyperfinitude mod(µ) d’apre`s [11].
Pour illustrer la porte´e des re´sultats pre´ce´dents on peut les rapprocher des the´ore`mes de classifi-
cation des actions localement libres de R2 sur des varie´te´s ferme´es de dimension 3 (cf. [30]). Ceux-ci
montrent qu’une varie´te´ ferme´e de dimension 3 admettant une telle action est un fibre´ en tores au
dessus de S1. Le the´ore`me 0.1 a comme conse´quence que toutes ces actions sont BT-isomorphes a`
un BT-reveˆtement du tore T2, et sont donc de´finies par une BT-action de R2 sur T3. En adaptant
les arguments de [6] on pourrait sans doute montrer que ladite action est presque partout continue
(relativement a` la mesure de Lebesgue).
On remarque qu’il existe des feuilletages par plans de codimension 3 et classe C∞ sur des fibre´s
principaux orthogonaux qui ne sont pas moyennables pour la mesure de Lebesgue et ne peuvent
donc pas eˆtre de´finis par une BT-action de R2 (voir §2.2.1). Cet exemple est aussi a` rapprocher du
the´ore`me de Rosenberg sur les feuilletages par plans des varie´te´s ferme´es de dimension 3: ceux-ci sont
de´finis par une action continue de R2 sur le tore T3. Ils sont donc bien hyperfinis et moyennables.
De la meˆme fac¸on on peut appliquer le the´ore`me 0.3 aux actions localement libres du groupe
affine de la droite re´elle sur une varie´te´ compacte. Puisque le groupe affine est moyennable, le
feuilletage est moyennable et donc hyperfini mod(µ) pour toute mesure transverse quasi-invariante
µ [11]. Par le the´ore`me 0.3 ce feuilletage est BT-isomorphe mod(µ) a` une BT-action de R2. En
particulier il admet une BT-me´trique plate comple`te, alors que toutes ses me´triques continues sont
hyperboliques.
La question de l’existence de me´triques comple`tes plates sur les feuilletages a e´te´ e´tudie´e par
divers auteurs dont Candel [9], Ghys [17] et Glutsyuk [19]. Dans [17] Ghys construit un exemple de
feuilletage par surfaces sur une varie´te´M de dimension 6 muni d’une me´trique continue parabolique
g telle que pour toute BT-fonction u : M → R, la me´trique parabolique exp(u)g est non plate. Ce
feuilletage est moyennable d’apre`s le the´ore`me 0.2, et par conse´quent hyperfini pour la mesure de
Lebesgue. Il admet en vertu du the´ore`me 0.3 une me´trique de Riemann mesurable plate sur presque
chaque feuille. Mais cette me´trique n’est pas conforme´ment e´quivalente a` la me´trique parabolique
d’origine.
Remerciements. Le premier auteur remercie Fernando Alcalde Cuesta pour ses nombreuses re-
marques et suggestions et son aide dans la mise au point des diffe´rentes de´finitions de moyennabilite´.
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1 Laminations par surfaces
1.1 Espaces de Borel standard
Un espace mesurable est un ensemble X muni d’une σ-alge`bre B de sous-ensembles dits mesurables.
On appellera B une structure mesurable sur X . Une fonction
f : (X1,B1)→ (X2,B2)
entre deux espaces mesurables est dite mesurable si, pour tout A ∈ B2 on a f−1(A) ∈ B1. Une
fonction mesurable ne pre´serve pas ne´cessairement les structures mesurables. Autrement dit, l’image
directe d’un ensemble mesurable n’est pas force´ment mesurable. Une fonction mesurable f sera dite
bi-mesurable si elle envoie ensembles mesurables sur ensembles mesurables. Si f est bijective, alors
c’est un isomorphisme mesurable.
Un espace Polonais est un espace topologique home´omorphe a` un espace me´trique complet
se´parable. Un espace de Borel standard est un espace mesurable mesurablement isomorphe a` un
espace Polonais. Les ensembles mesurables d’un espace de Borel seront appele´s bore´liens. Une
application mesurable entre deux espaces Borel standard sera dite une application bore´lienne. Un
espace de Borel standard infini est mesurablement isomorphe a` l’un des deux espaces de Borel
suivants:
• L’intervalle [0, 1];
• L’ensemble des nombres entiers positifs N.
Le re´sultat suivant a e´te´ de´montre´ par Kallman dans [24]. Ce sera un outil essentiel pour notre
e´tude.
The´ore`me 1.1 ([24]). Soient X un espace de Borel standard et B un espace polonais. Soit pX :
X × B → X la projection sur le premier facteur. Si A est un bore´lien de X × B et les ensembles
Ax = {y ∈ B | (x, y) ∈ A} (x ∈ X) sont re´union de´nombrable de compacts de B, alors pX(A) est
un bore´lien de X. En plus, il existe une section bore´lienne s : pX(A)→ A de pX.
Nous avons le corollaire important suivant:
The´ore`me 1.2. Soit X et Y deux espaces de Borel standard et soit f : X → Y une application
bore´lienne a` fibres de´nombrables. Alors f(X) est un bore´lien de Y et il existe une section bore´lienne
s : f(X)→ X de f . En particulier, si f est injective, c’est un isomorphisme de Borel entre X et Y .
De´monstration. Le graphe de f , i.e. l’ensemble A = {(x, y) ∈ X × Y | f(x) = y}, est un bore´lien de
X × Y (voir [21, page 143]). Comme X est mesurablement isomorphe a` un espace polonais ([0, 1]
ou N), on peut appliquer le the´ore`me pre´ce´dent a` A et a` la projection de X × Y sur Y .
1.2 Relations d’e´quivalence bore´liennes discre`tes
Soit T un espace de Borel standard et R une relation d’e´quivalence de´finie sur T . On dira que R est
une relation d’e´quivalence bore´lienne sur T si le graphe de R (que nous noterons encore R) est un
bore´lien de T × T . Une relation d’e´quivalence bore´lienne est dite discre`te si toutes ses classes sont
de´nombrables. Elle est finie si toute ses classes sont finies. On notera R(x) la classe d’e´quivalence
de x ∈ T . Pour un ensemble A ⊂ T on notera satR(A) le R-sature´ A, i.e. la re´union des classes
d’e´quivalence de R qui rencontrent A. En utilisant le fait que R est un bore´lien de T ×T , on ve´rifie
que le R-sature´ de tout bore´lien de T est un bore´lien de T .
Proposition 1.3. Si A est un bore´lien de T , alors satR(A) est un bore´lien de T .
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De´monstration. On conside`re les applications πL, πR : R → X restriction au bore´lien R des pro-
jections sur le premier et deuxie`me facteur de X ×X . Puisque R est a` classes de´nombrables, ces
applications sont a` fibres de´nombrables et bi-bore´liennes en vertu du the´ore`me 1.2. On remarque
alors que satR(A) = πL(π
−1
R (A)).
Etant donne´ une relation d’e´quivalence discre`te R sur un ensemble T , on de´finit l’application
♯ : T → N ∪ {∞}
qui assigne a` tout x ∈ T le cardinal de sa R-classe d’e´quivalence.
Proposition 1.4. Si R est une relation d’e´quivalence bore´lienne discre`te sur un espace de Borel
standard T , alors ♯ : T → N ∪ {∞} est une application bore´lienne.
De´monstration. On conside`re pour tout n ∈ N l’application π1 : T n+1 → T obtenue par projection
sur le premier facteur du produit. C’est une application bore´lienne mais en ge´ne´ral non bi-bore´lienne.
On de´finit le bore´lien
Rn∗ = {(x0, . . . , xn) ∈ T n+1 | (xi, xj) ∈ R, xi 6= xj}
La restriction de π1 a` Rn∗ est a` fibres de´nombrables car π−11 (x)∩Rn∗ est en bijection avec l’ensemble
des parties finies R(x) ayant exactement n+1 e´le´ments. Par conse´quent π1(Rn∗ ), i.e. l’ensemble des
x ∈ T dont la classe d’e´quivalence R(x) a au moins n+ 1 e´le´ments, est un bore´lien de T d’apre`s le
the´ore`me 1.2. On en de´duit que
♯−1(n) = π1(Rn−1∗ )− π1(Rn∗ )
est un bore´lien de T pour tout n ∈ N.
Soit R une relation d’e´quivalence bore´lienne sur T . L’espace quotient T/R est muni de la struc-
ture mesurable repre´sente´e par la σ-alge`bre des bore´liens R-sature´s de T . Une relation d’e´quivalence
bore´lienne discre`te R sur un espace de Borel standard est dite de type I (cf. [11]) si le quotient T/R
est un espace de Borel standard. Ce n’est pas toujours le cas: par exemple la relation d’e´quivalence
bore´lienne discre`te engendre´e par une rotation d’angle irrationnel sur le cercle n’est pas de type I.
Une conse´quence e´le´mentaire mais remarquable du the´ore`me 1.2 est la suivante:
Proposition 1.5. Soit R une relation bore´lienne discre`te sur un espace de Borel standard T . Alors
les trois conditions sont e´quivalentes:
• R est de type I;
• R admet un domaine fondamental bore´lien, i.e. il existe un bore´lien D de T qui rencontre
chaque classe de R en exactement un point.
• Il existe une application bore´lienne ν : T → N qui est injective sur chaque classe de R.
Un peu moins e´le´mentaire est le fait que toute relation d’e´quivalence finie est de type I, utilise´ ou
cite´ sans de´monstration ni re´fe´rence par divers auteurs. S’agissant d’un re´sultat crucial dans notre
e´tude, et n’ayant pas trouve´ de de´monstration dans la litte´rature, nous en donnons ici une base´e sur
le the´ore`me de Kallman:
Proposition 1.6. Soit R une relation d’e´quivalence bore´lienne finie sur un espace de Borel standard
T . Alors R admet un domaine fondamental bore´lien.
De´monstration. On fixe n ∈ N. On peut supposer en vertu de la proposition 1.4 que toutes les
classes de R ont exactement n e´le´ments. On plonge l’espace de Borel standard T dans la droite
re´elle, celle-ci munie de son ordre total naturel, et on de´finit un domaine fondamental D de R en
fixant le plus petit point de chaque classe. Nous allons montrer que D est un bore´lien de T .
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Il est bien connu (voir par exemple [32]) que l’application o : T n+1 → T de´finie par
o(x0, . . . , xn) = min{x0, . . . , xn}
est une application bore´lienne. La restriction de o au bore´lien Rn∗ , de´fini dans la preuve de la
proposition 1.4, est a` fibres de´nombrables. L’ensemble D = o(Rn) est alors un bore´lien de T en
vertu du the´ore`me 1.2.
1.3 BT-espaces
On appellera espace mesurable-topologique ou MT-espace tout ensemble X muni simultane´ment
d’une structure mesurable ou σ-alge`bre B et d’une topologie τ . Le composantes connexes de X par
rapport a` la topologie τ seront appele´es feuilles. Ce sont les classes d’e´quivalence d’une relation sur
X note´e RX que nous appellerons relation feuille. Pour toute partie A de X on notera sat(A) le
sature´ de A par la relation RX , i.e. la re´union des feuilles de X qui rencontrent A. Une application
f : X → Y entre deux MT-espaces sera dite MT si elle est en meˆme temps continue et mesurable.
De´finition 1.7. Un MT-espace (X,B, τ) sera dit standard ou BT-espace s’il ve´rifie les conditions
suivantes:
1. L’espace mesurable sous-jacent (X,B) est un espace de Borel standard;
2. L’espace topologique sous-jacent (X, τ) est se´pare´ et a` composantes connexes (feuilles) se´parables;
3. La relation feuille RX est un bore´lien du produit X ×X .
Soit X un MT-espace. Un MT-sous-espace de X est un ensemble Y de X muni de la structure
mesurable et la topologie induites. Si X est un BT-espace et Y est un bore´lien de X , alors la
structure mesurable induite sur Y est standard. En revanche, il n’est pas suˆr que la relation feuille
RY soit un bore´lien de Y × Y . C’est le cas par exemple si Y est un bore´liens sature´. En effet dans
ce cas satY (A) = satX(A) pour tout A ⊂ Y , et la condition 3 de la de´finition est alors ve´rifie´e par
Y . Plus ge´ne´ralement, si Y est un bore´lien de X tel que la trace de Y sur chaque feuille de X est
connexe, alors Y est un MT-sous-espace standard de X .
On appelle de´coupage d’un BT-espace une partition de´nombrable Xi de X par des bore´liens
sature´s. Comme remarque´ ci-dessus, si X est un BT-espace, alors les e´le´ments du de´coupage sont
des BT-espaces car sature´s.
Une transversale d’un BT-espace X est par de´finition un bore´lien T ⊂ X qui rencontre chaque
feuille de X le long d’un ensemble ferme´ discret. Autrement dit, il s’agit d’un bore´lien discret ferme´
de X . Une transversale est dite totale si elle rencontre toutes les feuilles de X . Une transversale
totale de X est un domaine fondamental si elle rencontre chaque feuille de X en exactement un
point.
La trace des feuilles de X sur une transversale bore´lienne T de´termine une relation d’e´quivalence
sur T que nous noterons RTX . C’est une relation d’e´quivalence bore´lienne sur T au sens de §1.2 car
RTX = RX ∩ (T × T ). En plus puisque les feuilles de X sont se´parables les classes d’e´quivalence de
RTX sont toutes de´nombrables.
1.3.1 Mesures quasi-invariantes.
Soit X un BT-espace et soit T (X) l’ensemble de toutes les transversales bore´liennes de X .
Une mesure transverse sur X est par de´finition une application σ-additive µ : T (X)→ [0,+∞].
On supposera pour simplifier que µ est sans atome, i.e. que tout point est de mesure nulle. Une
transversale T est dite µ-ne´gligeable si µ(T ) = 0.
Plus ge´ne´ralement un bore´lien A ⊂ X sera dit µ-ne´gligeable si toute transversale bore´lienne de
X contenue dans A est µ-ne´gligeable. Une mesure transverse µ est dite quasi-invariante si le sature´
de tout bore´lien µ-ne´gligeable est un bore´lien µ-ne´gligeable. On de´finit de fac¸on analogue la notion
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de mesure quasi-invariante pour une relation bore´lienne discre`te R de´finie sur un espace de Borel
standard T .
Une mesure transverse quasi-invariante µ sur un BT-espace X de´termine par restriction une
mesure sur toute transversale bore´lienne T ⊂ X que nous noterons encore µ, qui sera quasi-invariante
pour la relation d’e´quivalence discre`te RTX induite par RX sur T . Dans ce cas le triplet (T,RTX , µ)
constitue une relation d’e´quivalence discre`te mesure´e au sens de [11] ou [14].
1.3.2 Quelques exemples.
Un BT-espace est un espace de Borel standard X muni d’une topologie fine compatible en un sens
faible avec la structure bore´lienne. Celle-ci n’est pourtant pas engendre´e en ge´ne´ral par la topologie
deX , et c’est pour cette raison que l’on est oblige´ de tenir compte des deux structures simultane´ment.
Des exemples triviaux de BT-espaces sont les espaces de Borel standard munis de la topologie
discre`te, dits des BT-espaces discrets. Dans ce cas les feuilles de X sont re´duites a` des points de
sorte que la relation feuille RX est la diagonale de X ×X , qui est un bore´lien produit. Ce type de
BT-espaces est caracte´rise´ par sa structure mesurable. Remarquons en passant qu’il n’y a donc que
deux BT-espaces discrets infinis: l’intervalle [0, 1] et l’ensemble N.
A l’oppose´ des BT-espaces discrets on trouve les espaces Polonais connexes. La topologie d’un
espace Polonais engendre par de´finition une structure bore´lienne standard. Un espace Polonais est
se´pare´ et se´parable et le fait d’eˆtre connexe implique que la relation feuille est triviale et donc
bore´lienne. Par contre nous ignorons sous quelles conditions un espace Polonais ayant une quantite´
non de´nombrable de composantes connexes est un BT-espace.
1.3.3 Prismes
Un prisme est un BT-espace B×T produit d’un espace Polonais connexe B et d’un espace de Borel
standard T . L’espace B est appele´ la base du prisme et T sa verticale. Nous appelons plaques de
B × T les ensembles de la forme B × {t} avec t ∈ T . On remarquera que la base B e´tant connexe,
les plaques sont pre´cise´ment les feuilles du prisme.
Dans ce travail les prismes que nous utiliserons seront essentiellement ceux dont la base est soit
le disque ferme´ unite´ D de dimension 2, soit son bord le cercle S1, soit son inte´rieur la boule B. Pour
la notion de triangulation bore´lienne de´crite plus bas nous serons amene´s a` remplacer le disque D
par le simplexe standard ∆ de dimension 2. Nous appelons le prisme correspondant un prisme de
disques, cercles, boules ou triangles.
Lemme 1.8. Soit B un espace Polonais compact connexe et localement connexe et T un espace de
Borel standard. Soit A un bore´lien de B × T . Alors on a:
i) l’inte´rieur int(A) et l’adhe´rence A de A sont des bore´liens de B × T ;
ii) int(A) est en plus un BT-sous-espace de B × T .
De´monstration. (i) Il suffit de montrer que U = int(A) est un bore´lien de B × T . Pour voir
que A est bore´lien on applique ce fait au comple´mentaire de A. On se fixe une base de´nombrable
V = {Vi | i ∈ I} de B forme´e par des ouverts connexes. Une partie finie C ⊂ I sera dite connexe
si BC = ∪i∈CVi est connexe dans B. Pour toute partie connexe C ⊂ I on note TC l’ensemble des
t ∈ T tels que BC × {t} ⊂ T . Autrement dit on a:
TC = T − πT (U −BC × T )
Les fibres du bore´lien U−BC×T pour la projection πT : B×T → T sont ferme´es dans un ouvert de
B. En particulier elles sont re´union de´nombrable de compacts car B est un espace me´trique compact.
D’apre`s le the´ore`me 1.1 la projection πT (U − BC × T ) est un bore´lien de T . On en aura donc de
meˆme pour TC . Nous obtenons ainsi une famille de´nombrable de prismes ouverts UC = VC×TC ⊂ U
dont la re´union est U . Par conse´quent U est un bore´lien de B × T .
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(ii) Puisque les feuilles de U sont des espaces me´trisables, elles sont se´pare´es et se´parables. Pour
voir que U est un BT-espace, il suffit donc de montrer que sa relation feuille RU est un bore´lien de
U ×U . La relation feuille RUC de chaque UC est un bore´lien de X ×X car UC est un prisme. Nous
avons par ailleurs
RU =
⋃
C
RUC
ou` C parcourt les parties finies connexes de I. On en de´duit que RU est un bore´lien de U × U .
1.4 Laminations bore´liennes
Nous introduisons ici l’analogue dans le cadre mesurable des atlas feuillete´s d’une varie´te´ topologique
(voir par exemple [22]).
Soit X un ensemble et T un espace de Borel standard. Un atlas feuillete´ bore´lien de dimension
n sur X est un ensemble de´nombrable de couples A = {(Ui, ϕi)}, dites cartes feuillete´es, ou` les Ui
forment un recouvrement ouvert localement fini de X et les ϕi sont des bijections:
ϕi : Ui → Vi × Ti
ou` Vi est un ouvert connexe de R
n et Ti un bore´lien de l’intervalle [0, 1]. Les changements de cartes
ϕi ◦ϕ−1j sont suppose´s des BT-isomorphismes locaux. Les ensembles de la forme ϕ−1i (Rn×{∗}) sont
appele´s les plaques de A. Les restrictions des ϕi ◦ ϕ−1j aux plaques donnent des home´omorphismes
locaux fij(t) appele´s changements de plaque. On dira que A est un atlas de classe Cp si ses change-
ments de plaque sont des home´omorphismes locaux de classe Cp. Deux atlas feuillete´s bore´liens A
et B de X sont dits Cp-compatibles si A∪B est un atlas de classe Cp de X . Un atlas est dit oriente´
si les changements de cartes pre´servent l’orientation canonique de Rn.
De´finition 1.9. Une lamination bore´lienne de dimension n et classe Cp sur X est par de´finition la
famille F de tous les atlas Cp-compatibles avec un atlas donne´. Une lamination est dite orientable
si elle admet un atlas oriente´.
Une lamination F de dimension n sur un ensemble X de´termine naturellement sur celui-ci une
structure MT. En effet, soit {(Ui, ϕi)} un atlas feuillete´ bore´lien de F . Les bijections ϕi induisent sur
les ensembles Ui une structure MT donne´e par identification de Ui et ϕi(Ui) ⊂ Rn × Ti. On notera
(X,F) le MT-espace ainsi de´fini. Sa structure MT est bien de´finie modulo des atlas compatibles.
Remarquons que contrairement au cas topologique, nos atlas sont par de´finition de´nombrables,
et que la re´union arbitraire d’atlas n’est donc pas en ge´ne´ral un atlas. En particulier, il n’existe
pas d’atlas maximal de´finissant F . Pour reme´dier a` cela on pourrait conside´rer des atlas non
de´nombrables. Mais dans ce cas les structures mesurables de´finies par des atlas compatibles ne
co¨ıncident pas force´ment. Conside´rons par exemple un atlas de´nombrable A et l’atlas non de´-
nombrable A′ dont les cartes sont les restrictions de A aux plaques. La structure mesurable induite
par A est standard tandis que celle induite par A′ est transversalement discre`te non de´nombrable
et par conse´quent non standard.
La preuve du re´sultat suivant est similaire a` celle de 1.8.
Proposition 1.10. Soit (X,F) une lamination bore´lienne a` feuilles se´pare´es. Alors (X,F) est un
BT-espace. L’inte´rieur de tout bore´lien de X est une lamination bore´lienne de X.
La condition sur la se´parabilite´ des feuilles est naturelle. Dans le cas topologique cette condition
est garantie par la se´parabilite´ de l’espace topologique ambiant, mais dans notre cas l’espace ambiant
n’est meˆme pas topologique. Toutes les laminations conside´re´es sont suppose´es a` feuilles se´pare´es,
c’est a` dire des BT-espaces.
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2 Triangulations et hypercompacite´
2.1 Laminations par surfaces triangule´es
On supposera de´sormais que toutes les laminations bore´liennes sont de dimension 2.
2.1.1 Piles.
Soit (X,F) une lamination bore´lienne par surfaces. Une pile de (X,F) est donne´e par un bore´lien
Π ⊂ X muni d’un BT-isomorphisme:
π : Ω× T → Π
ou` Ω×T est un prisme de base une surface connexe a` bord Ω. On appelle Ω, T et π respectivement la
base, la verticale et le parame´trage de la pile Π. Les plaques de Π sont les ensembles Πt = π(Ω×{t}).
Chaque plaque de Π est munie d’un home´omorphisme ou parame´trage πt : Ω → Πt obtenu par
restriction de π. L’application πt de´pend de fac¸on bore´lienne de t dans un sens e´vident.
Une pile est donc un bore´lien de Π muni d’une structure de BT-espace produit induite par le
parame´trage. Une pile admet beaucoup de parame´trages induisant la meˆme structure produit, si
l’on conside`re celle-ci comme e´tant la simple donne´e des verticales et des horizontales. Dans le but
de fixer cette ide´e, on dira que deux parame´trages
π : Ω× T → Π , π′ : Ω′ × T ′ → Π
d’une meˆme pile Π sont e´quivalents s’il existe un home´omorphisme f : Ω′ → Ω et un isomorphisme
bore´lien γ : T ′ → T tels que
π−1 ◦ π′(x, t) = (f(x), γ(t)),
c’est-a`-dire qu’ils de´finissent sur le bore´lien Π la meˆme structure de BT-espace produit. Si Ω et Ω′
sont munies d’une structure additionnelle (diffe´rentiable, simpliciale...) alors on dira que les parame´-
trages sont e´quivalents relativement a` la dite structure si celle-ci est pre´serve´e par l’home´omorphisme
f .
2.1.2 Triangulations de (X,F).
On de´finit ici la notion de triangulation d’une lamination bore´lienne. Il s’agit de donner uns sens a`
l’ide´e vague de famille ”bore´lienne” de triangulations.
Une triangulation K d’une lamination bore´lienne (X,F) est donne´e par un recouvrement de
X par une famille de´nombrable de piles {Σi}i∈I de base le 2-simplexe standard ∆. On appellera
triangles les plaques des piles Σi. On demandera que si σ et τ sont deux triangles avec τ ∩ σ 6= ∅
alors:
• soit σ ∩ τ est un sommet;
• soit σ∩ τ est une areˆte et le changement de parame´trage π−1σ ◦πτ est une bijection affine entre
deux areˆtes de ∆.
Il revient au meˆme de dire que l’intersection de deux piles Σi∩Σj admet un de´coupage en piles de
sommets ou d’areˆtes (voir §1.3 pour la de´finition de de´coupage). Il est facile a` voir que la deuxie`me
condition est inde´pendante des parame´trages des piles Σi, pourvu qu’ils soient choisis dans la meˆme
classe d’e´quivalence simpliciale. On appelle {Σi}i∈I une famille ge´ne´ratrice de la triangulation.
Une triangulation de (X,F) de´termine une triangulation au sens classique de chaque feuille, et
en particulier de l’espace topologique sous-jacent au BT-espace (X,F). Nous notons respectivement
K2, K1 et K0 l’ensemble de tous les triangles, areˆtes et sommets de la triangulation. Chaque Ki
peut eˆtre identifie´ a` une transversale totale de X forme´e par les barycentres des simplexes de Ki.
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Il he´rite donc d’une structure d’espace de Borel standard. L’ensemble K0 ∪ K1 ∪ K2 sera note´ K
dans ce papier. Ceci introduit une ambigu¨ıte´ dans la notation, car on appelle de la meˆme fac¸on
la triangulation (donne´e par une famille ge´ne´ratrice) et le complexe simplicial abstrait sous-jacent.
Cette ambigu¨ıte´, tre`s courante dans la litte´rature, a comme but d’alle´ger la notation.
Si A est un sous-ensemble de K, on note |A| le polytope re´union des simplexes de A. L’espace
|A| est compact si et seulement si A est fini.
Lemme 2.1. Soit A un bore´lien de K. On a alors:
i) |A| est un bore´lien de X. En particulier |K0| et |K1| sont des bore´liens de X;
ii) satX(A) = satX(|A|) est un bore´lien de X
De´monstration. (i) On peut supposer que A est contenu dans une pile ge´ne´ratrice ̟ : ∆× T → Σ
de K. Pour tout simplexe τ ⊂ ∆, on note Aτ = ̟(τ × T ) ∩ A, qui est bore´lien car ̟ est un BT-
isomorphisme. On conside`re la projection πT de Σ sur sa verticale T . La restriction de πT a` A est a`
fibres de´nombrables, donc bi-bore´lienne d’apre`s 1.2. Les ensembles Tτ = πT (Aτ ) et |Aτ | = ̟(τ×Tτ)
sont donc bore´liens. Ceci suffit pour conclure car |A| = ∪τ |Aτ | ou` τ parcourt les simplexes de ∆.
(ii) On conside`re la relation d’e´quivalence mesurable discre`te RKX induite par la relation feuille RX
sur la transversale bore´lienne K. D’apre`s la proposition 1.3, l’ensemble satRK
X
(A) est un bore´lien de
K. L’ensemble satX(A) = satX(|A|) = |satRK
X
(A)| est un bore´lien de X d’apre`s (i).
La proposition suivante sera de´montre´e dans la section 6:
Proposition 2.2. Toute lamination bore´lienne de classe C1 admet une triangulation.
Nous supposerons de´sormais que toute lamination bore´lienne est munie d’une triangulation, fixe´e
une fois pour toutes.
2.1.3 Piles simpliciales.
Soit (X,F) une lamination bore´lienne. Un bore´lien B ⊂ X est dit simplicial si toutes ses feuilles sont
re´union de triangles. On appelle volume d’une feuille de B le nombre de triangles qu’elle contient.
On dira que B est de type fini si toutes ses feuilles sont de volume fini. Etant donne´ un bore´lien
simplicial B on note
vol : B → N ∪ {∞}
la fonction qui assigne a` chaque x ∈ B le volume de la feuille de B passant par x. C’est une fonction
bore´lienne d’apre`s la proposition 1.4.
Remarque 2.3. Tout bore´lien B de volume 1 est une pile. En effet, si {Σi} est une famille
ge´ne´ratrice de la triangulation, alors Bi = B ∩Σi est un de´coupage de B en piles. Le bore´lien B est
donc une re´union disjointe de piles, et donc une pile.
Une pile Π de (X,F) sera dite simpliciale si son parame´trage est simplicial. En particulier Π est
un bore´lien simplicial. Les plaques d’une pile e´tant par de´finition des sous-surfaces des feuilles de
(X,F), si Π est de type fini, alors ses plaques sont re´union d’un nombre fini de triangles.
2.1.4 Applications semi-simples.
Soit B un bore´lien simplicial de (X,F) a` feuilles compactes et E un ensemble. Une application
f : B → E est dite semi-simple s’il existe un de´coupage de B en piles simpliciales Πi tel que pour
tout j on a un diagramme commutatif:
Πj
ρ
//
pj

E
Ωj
fj
??        
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ou` pj est la projection de Πj sur sa base Ωj et fj une application de Ωj sur S. L’application f est
dite simple s’il existe un j tel que B = Πj .
Lemme 2.4. Soit Π une pile simpliciale a` base compacte de (X,F) et K un complexe simplicial
de´nombrable. Alors toute BT-application simpliciale f : Π→ K est semi-simple.
De´monstration. On conside`re le parame´trage π : Ω × T → Π de Π. Pour tout t ∈ T on notera
ft : Ω→ K l’application simpliciale obtenue par restriction de f a` la plaque Ω× {t}. Etant donne´e
une application simpliciale g : Ω→ K on pose
Tg = {t ∈ T | ft = g}
Alors Tg est un bore´lien de T . En effet, f et g e´tant simpliciales, elles sont caracte´rise´es par leur
valeurs sur les sommets de Ω. Or pour tout sommet v ∈ Ω l’ensemble
Tv,g = {t ∈ T | f(v) = g(v)}
est un bore´lien car Tv,g × {v} = f−1(g(v)) ∩ T × {v}. On aura alors
Tg = ∩v∈ΩTv,g.
Enfin, puisque Ω est compacte etK de´nombrable, il n’y a qu’une quantite´ de´nombrable d’applications
simpliciales entre eux. La famille de bore´liens Tg de´termine alors un de´coupage Πg de la pile Π
ve´rifiant par construction les conditions requises.
Pour ge´ne´raliser ce re´sultat a` tout bore´lien simplicial quelconque de (X,F), il faut au pre´alable
savoir de´couper un tel bore´lien en piles.
2.1.5 De´coupage en piles d’un bore´lien simplicial.
Le but de ce paragraphe est la preuve du the´ore`me suivant:
The´ore`me 2.5. Soit B un bore´lien simplicial de (X,F) a` feuilles compactes. Alors il admet un
de´coupage (cf. page 7) en piles simpliciales Πi.
Comme corollaire de ce the´ore`me et du lemme 2.4 nous avons le re´sultat suivant:
Corollaire 2.6. Soit B un bore´lien simplicial de (X,F) a` feuilles compactes et K un complexe
simplicial de´nombrable. Alors toute application simpliciale f : B → K est semi-simple.
Pour la preuve du the´ore`me, on remarque d’abord qu’on peut se ramener au cas ou toutes les
feuilles de B ont le meˆme volume, car la fonction vol est bore´lienne et de´termine donc un de´coupage
de B en bore´liens de ce type.
Un cas particulier
Nous commenc¸ons par le cas particulier d’un bore´lien qui est re´union de deux piles simpliciales:
Lemme 2.7. Soit B un bore´lien simplicial de volume fini constant. Soient Π′ et Π′′ deux piles
simpliciales telles que toute feuille de B est la re´union d’exactement une plaque de Π′ et une plaque
de Π′′. Alors B admet un de´coupage en piles simpliciales.
De´monstration. La condition sur l’intersection des plaques implique que l’on peut identifier l’espace
de feuilles de B et les verticales des piles Π′ et Π′′ a` un seul et meˆme espace standard T . Soient
π′ : Ω′ × T → Π′ et π′′ : Ω′′ × T → Π′′ les parame´trages de Π′ et Π′′ respectivement. On conside`re
la BT-application simpliciale:
π′ ⊔ π′′ : (Ω′ ⊔ Ω′′)× T → B
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somme disjointe des applications π et π′. C’est une application bi-bore´lienne car bore´lienne et a`
fibres de´nombrables (cf. the´ore`me 1.2). Pour tout t ∈ T l’application π′t ⊔ π′′t : Ω′ ⊔Ω′′ → Bt induit
sur Ω′⊔Ω′′ une relation d’e´quivalence note´e ρt. On montre alors que l’ensemble Tρ = {t ∈ T | ρt = ρ}
est un bore´lien de T , par une preuve analogue a` celle du lemme 2.4.
On note Ωρ le complexe simplicial quotient de Ω
′ ⊔ Ω′′ par la relation d’e´quivalence simpliciale
ρ, et soit
qρ : (Ω
′ ⊔ Ω′′)× Tρ → Ωρ × Tρ
la BT-application quotient, qui est bi-bore´lienne car a` fibres de´nombrables. Nous obtenons ainsi des
diagrammes commutatifs d’applications bi-bore´liennes
(Ω′ ⊔ Ω′′)× Tρ π
′
⊔π′′ //
qρ

B
Ωρ × Tρ
πρ
66llllllllllllllll
L’application πρ est injective par construction. C’est donc un BT-isomorphisme. Le bore´lien sature´
Bρ ⊂ B, image de πρ, est en particulier une pile simpliciale. Nous obtenons ainsi un de´coupage
de B en piles simpliciales Bρ, ou` ρ parcourt les relations d’e´quivalence simpliciales sur le complexe
Ω′ ⊔ Ω′′.
Le cas ge´ne´ral
On montre ici comment re´duire le cas ge´ne´ral au cas pre´sente´ dans le paragraphe pre´ce´dent. Pour
ce faire nous montrerons que tout bore´lien simplicial peut eˆtre de´coupe´ en bore´liens qui ve´rifient les
conditions du lemme 2.7, i.e. qui sont re´union de deux piles simpliciales.
Lemme 2.8. Tout bore´lien simplicial B admet un de´coupage en bore´liens simpliciaux ve´rifiant les
conditions du lemme 2.7.
De´monstration. On peut toujours supposer que les feuilles de B sont de volume constant. Nous
allons proce´der par re´currence sur ce volume. Nous avons de´ja` vu (cf. remarque 2.3) que tout
bore´lien de volume 1 est une pile.
Soit n un entier ≥ 1. Supposons que le lemme 2.7 est ve´rifie´ par tout bore´lien simplicial de
volume ≤ n. Supposons B de volume constant n+ 1. On note Bˆ = K2 ∩B le bore´lien des triangles
de B. Il existe d’apre`s le lemme 1.6 un bore´lien de J ⊂ Bˆ qui rencontre chaque feuille de Π en un
seul point.
Le bore´lien |J | est de volume 1 et donc une pile simpliciale. Le bore´lien |Bˆ−J | est pour sa part
de volume n et admet par hypothe`se de re´currence un de´coupage en piles simpliciales Bˆi. On note
Bi la re´union des feuilles de B rencontrant Bˆi. Chaque feuille de Bi est le re´union d’une plaque de
la pile Bˆi et d’un triangle de |J | et il ve´rifie donc le lemme 2.7. Enfin on remarque que puisque B
est de volume ≥ 2, toute feuille de B rencontre |Bˆ − J |. La re´union des Bi est en particulier e´gale
a` B. Ceci comple`te la re´currence.
2.2 Hyperfinitude et hypercompacite´
2.2.1 Relations d’e´quivalence et laminations hyperfinies.
Une relation d’e´quivalence bore´lienne discre`teR sur un espace de Borel standard T est dite hyperfinie
si elle est limite inductive de relations d’e´quivalence bore´liennes finies. Plus pre´cise´ment, il existe
une suite croissante Rn de relations d’e´quivalence bore´liennes finies sur T dont la re´union est R. On
notera R = lim−→Rn. On remarquera que si R admet un domaine fondamental bore´lien, alors elle est
hyperfinie.
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Rappelons que si T est une transversale bore´lienne de (X,F), la trace des feuilles de X sur T
de´termine une relation d’e´quivalence bore´lienne discre`te que nous notons FT . La de´finition suivante
est due a` Bowen.
De´finition 2.9 ([8]). On dira que (X,F) est une lamination hyperfinie si et seulement si la relation
d’e´quivalence FT est hyperfinie quelle que soit la transversale T choisie.
Exemples de feuilletages hyperfinis. Soit V n+d et V n deux varie´te´s de dimension n + d et
n respectivement. Les fibres d’une submersion p : V n+d → V n de´finissent un feuilletage F de
dimension d sur V n+d. Ce feuilletage est hyperfini. En effet, soit T une transversale bore´lienne
de F . La restriction de la submersion p a` T est une application bore´lienne a` fibres de´nombrables
qui, d’apre`s le the´ore`me de Kallman, admet une section bore´lienne. L’image de cette section est un
domaine fondamental pour la relation FT , qui est donc hyperfinie.
Le premiers exemples de feuilletages hyperfinis sans domaine fondamental sont les feuilletages
line´aires du tore T3, de´finis par l’e´quation diffe´rentielle dz = αdx + βdy, avec α, β ∈ R. Ils sont
donne´s par une action diffe´rentiable de R2, et sont donc hyperfinis d’apre`s [23]. Si α et β sont
rationnellement inde´pendants, alors l’action de R2 est libre et les feuilles du feuilletage sont des
plans.
Un exemple de feuilletage non hyperfini. Soit Σ2 la surface de genre 2. On conside`re une
repre´sentation fide`le du groupe fondamental π1(Σ2) de Σ2 dans le groupe SO(3). La suspension de
l’action libre correspondante de π1(Σ2) sur SO(3) est une varie´te´ compacte V de dimension 5 munie
d’un feuilletage par plans F . L’action de π1(Σ2) sur SO(3) pre´serve la mesure de Haar (finie) de
celui-ci et engendre par conse´quent une relation d’e´quivalence discre`te qui n’est pas hyperfinie car
le groupe π1(Σ2) est non moyennable (cf. [37] et [11]). Une autre fac¸on de voir que la relation est
non hyperfinie consiste a` prouver que son couˆt est e´gale a` 2 (cf. [15]). Le feuilletage F est donc non
hyperfini.
2.2.2 Laminations hypercompactes.
Rappelons qu’on a fixe´ une triangulation de (X,F), et que l’ensemble des ses simplexes K est muni
d’une structure de Borel standard donne´e par identification de chaque simplexe avec son barycentre
dans X . L’espace K est du coup identifie´ a` une transversale bore´lienne de (X,F). On note Fˆ la
relation d’e´quivalence induite sur l’espace des triangles K2 par les feuilles de X . La relation Fˆ n’est
autre que la relation RK2X introduite dans §1.3. La raison de ce changement de notation sont claires.
Si (X,F) est hyperfinie, alors Fˆ sera hyperfinie. La re´ciproque sera montre´e ci-dessous.
De´finition 2.10. Une lamination (X,F) sera dite hypercompacte s’il existe une suite Bn de bore´liens
simpliciaux pour K de type fini telle que
1. Bn ⊂ Bn+1 pour tout n ∈ N;
2. ∪nBn = X .
La suite Bn sera appele´ une filtration compacte simpliciale de (X,F).
The´ore`me 2.11. Pour toute lamination bore´lienne (X,F) les deux conditions suivantes sont e´quiva-
lentes:
a) (X,F) est hypercompacte;
b) (X,F) est hyperfinie.
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2.2.3 Preuve de (a)⇒(b).
Soit Bn une filtration compacte de (X,F). Soit T une transversale bore´lienne et soit FT la relation
induite par F sur T . Puisque les Bn sont a` feuilles compactes, la relation Rn induite par F sur la
transversale bore´lienne Bˆn = T∩Bn est une sous-relation bore´lienne finie de FT . PuisqueBn ⊂ Bn+1
on a Rn ⊂ Rn+1. Enfin du fait que ∪nBn = X on en de´duit que ∪nRn = FT . La relation FT est
donc hyperfinie. Ceci comple`te la preuve de la premie`re implication.
2.2.4 Bore´lien associe´ a` une relation d’e´quivalence bore´lienne finie.
Avant d’aborder la preuve de l’implication re´ciproque, on aura besoin de la construction suivante.
On se fixe une sous-relation d’e´quivalence bore´lienne finie R de Fˆ . Chaque classe d’e´quivalence
R(σ) de R de´termine un domaine simplicial compact |R(σ)| sur la feuille Lσ obtenu par re´union
des triangles de R(σ).
On appelle 0-squelette de R l’ensemble sq0(R) ⊂ K0 forme´ par les sommets de K qui sont dans
la frontie`re d’un des domaines |R(σ)|. On appelle 1-squelette de R l’ensemble sq1(R) ⊂ K1 forme´
par les areˆtes de K dont les sommets sont dans sq0(R).
Lemme 2.12. Pour i = 0, 1 le i-squelette sqi(R) d’une relation d’e´quivalence bore´lienne finie R ⊂ Fˆ
est un bore´lien de Ki.
De´monstration. On plonge d’abord K2 dans l’intervalle [0, 1] et on plonge ensuite K1 dans K2 ×K2
en assignant a` toute areˆte la paire de triangles dont elle est la face commune, ceux-ci e´tant ordonne´s
de fac¸on croissante par rapport a` l’ordre total de [0, 1]. Une areˆte est dans le 1-squelette de R
si et seulement si les deux triangles dont elle est face appartiennent a` des R-classes d’e´quivalence
diffe´rentes. On a alors sq1(R) = K1 −R.
De fac¸on analogue on plonge K1 dans K0 × K0 en assignant a` toute areˆte la paire ordonne´e de
ses sommets. L’ensemble sq1(R) est donc un bore´lien de K0 × K0. Soit π1, π2 : K0 × K0 → K0 les
projections sur le premier et deuxie`me facteur. La restriction de chaque πi au bore´lien sq
1(R) est a`
fibres de´nombrables, d’ou` l’on de´duit que les πi(sq
1(R)) sont des bore´liens K0. On remarque enfin
que
sq0(R) = π1(sq1(R)) ∪ π2(sq1(R)),
ce qui comple`te la preuve du lemme.
Etant donne´ une relation d’e´quivalence bore´lienne finie R ⊂ Fˆ , on dira qu’un triangle σ ∈ K2
est inte´rieur a` R s’il ne rencontre pas |sq1(R)|. On note int(R) ⊂ K2 l’ensemble des triangles de K
inte´rieurs a` R.
Lemme 2.13. L’ensemble int(R) est un bore´lien de K2.
De´monstration. Il suffit de prouver que, e´tant donne´e une pile ge´ne´ratrice Σ ≃ ∆2 × T de K,
l’ensemble des triangles de Σ qui sont inte´rieurs a` R est un bore´lien de T . Soient vi les trois
sommets de ∆2 et soit Ti le bore´lien de T de´fini par sq
0(R) ∩ ({vi} × T ) = {vi} × Ti. Alors
T ∩ int(R) = T1 ∩ T2 ∩ T3 est un bore´lien.
Le bore´lien de type fini
B(R) = |int(R)|
est appele´ le bore´lien associe´ a` R. Il est clair que si R1 ⊂ R2 alors B(R1) ⊂ B(R2).
2.2.5 Preuve de (b)⇒(a).
On conside`re une suite croissante de relations d’e´quivalence bore´liennes finies Rn ⊂ Fˆ telle que
∪nRn = Fˆ . On pose
Bn = |B(Rn)| , n ∈ N
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ou` B(Rn) est le bore´lien de type fini construit dans le paragraphe pre´ce´dent. Puisque la suite Rn
est croissante, il en est de meˆme pour la suite de bore´liens simpliciaux Bn. Il reste a` montrer qu’il
s’agit d’une suite exhaustive. Pour ce faire on conside`re un triangle quelconque σ ∈ K2. Puisque
σ est inte´rieur a` la feuille Lσ et la suite de compacts simpliciaux |Rn(σ)| (n ∈ N) est croissante et
exhaustive, il existe un n ∈ N tel que σ ⊂ int(|Rn(σ)|). En particulier σ ⊂ Bn. Ceci comple`te la
preuve de la deuxie`me implication et du the´ore`me.
3 Laminations par plans
On supposera de´sormais que (X,F) est une lamination par plans, c’est a` dire une lamination dont
toutes les feuilles sont home´omorphes a` R2. Elle est munie d’une triangulation K.
3.1 Hypercompacite´ forte
Une lamination bore´lienne (X,F) est dite fortement hypercompacte si elle admet une filtration
compacte simpliciale Bn forme´e par des bore´liens dont toutes les feuilles sont des disques. Le but
de cette section est la preuve du the´ore`me suivant:
The´ore`me 3.1. Soit (X,F) une lamination bore´lienne par plans. Alors les deux conditions sont
e´quivalentes:
a) (X,F) est fortement hypercompacte;
b) (X,F) est hyperfinie.
Tout comme dans la preuve de 2.11, l’enjeu est de montrer (b)⇒ (a). Nous allons en fait montrer
que l’hypercompacite´ implique, dans le cas des laminations par plans, l’hypercompacite´ forte. L’ide´e
est simple: il s’agit de prendre une filtration compacte Bn de (X,F) pour ensuite ”boucher les
trous” des feuilles des bore´liens Bn de fac¸on a` obtenir une nouvelle suite de bore´liens simpliciaux
par disques Bˆn. Nous clarifions dans le paragraphe suivant le sens pre´cis de l’expression ”boucher
les trous”.
3.2 Enveloppes
3.2.1 Remarques pre´liminaires
Remarque 3.2. Soit Ω une surface compacte connexe plonge´e dans R2. On appelle enveloppe de
S le disque topologique ǫ(Ω) ⊂ R2 de´fini par
ǫ(Ω) ⊃ Ω , ∂ǫ(Ω) ⊂ ∂Ω
C’est le disque comple´mentaire de la seule composante connexe non borne´e de R2−Ω. Il est obtenu
en rajoutant a` Ω ses ”trous”, i.e. les composantes borne´s du comple´mentaire. Le lecteur remarquera
que si Ω1 et Ω2 sont deux surfaces disjointes ou emboˆıte´es dans R
2, alors les disques ǫ(Ω1) et ǫ(Ω2)
sont disjoints ou emboˆıte´s. En effet, les composantes connexes non borne´es de R2−Ω1 et R2−Ω2 ne
peuvent pas eˆtre disjointes. Si elles sont emboˆıte´es alors on a de meˆme pour ǫ(Ω1) et ǫ(Ω2). Sinon
on aura ǫ(Ω1) ∩ ǫ(Ω2) = ∅.
Remarque 3.3. Supposons que R2 est muni d’une triangulation et soit Ωi une famille de´nombrable
de surfaces compactes simpliciales deux a` deux disjointes dans R2. Alors l’ensemble Ωˆ =
⋃
i ǫ(Ωi) est
soit une re´union de disques deux a` deux disjoints, soit R2 tout entier. En effet, d’apre`s la remarque
pre´ce´dente les disques simpliciaux ǫ(Ωi) sont deux a` deux disjoints ou emboˆıte´s. Puisque les surfaces
Ωi sont disjointes, les bords de leurs enveloppes ne se rencontrent pas. Or il est clair que toute
suite croissante de disques simpliciaux emboˆıtes a` bords disjoints est soit finie, soit exhaustive. Si
la famille de disques ǫ(Ωi) contient des suites croissantes non finies, alors Ωˆ = R
2. Dans le cas
contraire Ωˆ est une re´union disjointe de disques simpliciaux, a` savoir les e´le´ments maximaux de la
famille ǫ(Ωi).
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3.2.2 Enveloppe d’un bore´lien simplicial de (X,F).
Soit B un bore´lien simplicial dont toutes les feuilles sont des surfaces compactes. Soit T l’espace de
ses feuilles. Pour tout t ∈ T on note Bt la feuille de B correspondante. On de´finit l’enveloppe de B
comme l’ensemble
ǫ(B) =
⋃
t∈T
ǫ(Bt)
ou` ǫ(Bt) est l’enveloppe de la surface compacte Bt dans la feuille de (X,F) qui la contient.
Lemme 3.4. L’enveloppe ǫ(B) d’un bore´lien simplicial a` feuilles compactes B est un bore´lien sim-
plicial.
De´monstration. On conside`re le bore´lien ouvert
C = X −B
comple´mentaire de B dans X . L’adhe´rence de chaque feuille de C est une surface e´ventuellement
non compacte. On note C∞ le bore´lien sature´ de C forme´ par la re´union de ses feuilles non borne´es,
i.e. non relativement compactes. C’est un bore´lien en vertu de la proposition 1.4. De plus:
ǫ(B) = X − C∞. (1)
En effet, soit L une feuille de (X,F) et soit Ωi la famille des feuilles de B contenues dans L.
Puisque L a un seul bout, L−B a au plus une composante connexe non borne´e U , intersection des
composantes connexes non borne´es de L−Ωi. Le comple´mentaire de U dans L est alors la re´union
des enveloppes des surfaces Ωi. Autrement dit, on a:
L− C∞ = L− U = ∪iǫ(Ωi) = L ∩ ǫ(B).
Ceci montre l’identite´ (1) et donc le lemme.
Le lecteur remarquera que le bore´lien ǫ(B) n’est pas force´ment a` feuilles compactes. Il se peut
meˆme que ǫ(B) = X ; imaginons un bore´lien dont la trace sur chaque feuille est une famille de
couronnes concentriques disjointes. Pour contourner cette difficulte´ on introduit la notion de bore´lien
inte`gre.
On dira que B est un bore´lien inte`gre si pour toute feuille Ω de B, on a ǫ(Ω)∩B = Ω. Autrement
dit, les enveloppes des feuilles de B sont deux a` deux disjointes. Ainsi il existe une identification
naturelle entre les feuilles de B et les feuilles de ǫ(B) de sorte que toute feuille de ǫ(B) est l’enveloppe
de la feuille de B correspondante. En particulier, ǫ(B) est un bore´lien de disques. Nous montrons
d’abord le lemme suivant.
Lemme 3.5. Tout bore´lien simplicial B admet un de´coupage en bore´liens inte`gres.
De´monstration. L’ide´e est tre`s simple: le bore´lienB contient des feuilles ”minimales” dont l’enveloppe
ne contient aucune autre feuille de B. On note B∗ le sature´ de B forme´ par ces feuilles-la`. C’est
un ensemble non vide par le lemme de Zorn. Le proble`me est de montrer qu’il s’agit d’un bore´lien.
Une fois montre´ ceci on proce`de par re´currence en posant
Bi+1 = Bi −Bi∗ , B0 = B
Il est clair par construction que les bore´liens Bi∗ sont tous inte`gres. Il est aussi facile a` voir que la
suite Bi∗ est exhaustive. En effet, si l’enveloppe d’une feuille donne´e Bt contient exactement k autres
feuilles de B, alors Bt appartient a` B
k
∗ .
Pour montrer que B∗ est bore´lien, on conside`re C l’adhe´rence dans X du bore´lien C = X − B.
C’est le comple´mentaire dans X de int(B), qui est un bore´lien d’apre`s la proposition 1.10. Soit E
l’ensemble sature´ de C forme´ par les feuilles compactes de C. Il admet un de´coupage en piles d’apre`s
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le the´ore`me 2.5. Soit E∗ la re´union des piles de E dont la base est un disque. Les feuilles de E∗ ne
sont que les ”trous” des feuilles de B∗, et par conse´quent B∗ est le sature´ dans B de l’ensemble
∂E∗ = E∗ ∩B.
Or ∂E∗ est un bore´lien simplicial et le sature´ de tout bore´lien simplicial est bore´lien (voir le lemme
2.1). Le lemme est de´montre´.
Nous avons besoin d’un dernier lemme technique avant de nous attaquer a` la preuve du the´ore`me
3.1. On se fixe un bore´lien simplicial a` feuilles compactes B et on reprend la notation introduite au
de´but de ce paragraphe. On pose
T (q) = {t ∈ T | vol(ǫ(Bt)) ≤ q} , ǫq(B) =
⋃
t∈T (q)
ǫ(Bt).
Lemme 3.6. Pour tout q ∈ N l’ensemble ǫq(B) est un bore´lien simplicial de (X,F) dont toutes les
feuilles sont des disques.
De´monstration. En vertu du lemme 3.5, on peut supposer que B est un bore´lien inte`gre. Dans ce
cas ǫ(B) est a` feuilles compactes et l’ensemble ǫq(B) est le sature´ de ǫ(B) forme´ par ses feuilles de
volume q. C’est un bore´lien d’apre`s la proposition 1.4.
3.3 Preuve du the´ore`me 3.1
On se fixe comme annonce´ une suite croissante exhaustive Bn de bore´liens simpliciaux de (X,F).
On de´finit maintenant pour tout q ∈ N le bore´lien:
Bˆq =
⋃
n∈N
ǫq(Bn)
On veut montrer que la suite Bˆq est une filtration compacte forte pour la lamination (X,F). Il est
clair que Bˆq ⊂ Bˆq+1 pour tout q ∈ N, et il ne nous reste donc qu’a` ve´rifier:
i) Bˆq est un bore´lien. c’est le lemme 3.6.
ii) Toute feuille Ω de Bˆq est un disque de volume ≤ q; en effet Ω est re´union d’une suite de feuilles
Ωq,n de ǫq(Bn), qui sont, d’apre`s la remarque 3.2, des disques disjoints ou emboˆıte´s de volume
borne´ par q.
iii) La suite Bˆq est exhaustive car
⋃
q∈N Bˆq ⊃
⋃
nBn = X .
Le the´ore`me est de´montre´.
4 Reveˆtements
4.1 De´finition
Soit S une surface compacte. Un BT-reveˆtement de S est une paire (X, ρ) donne´e par un BT-espace
X et par une BT-application:
ρ : X → S
qui est un reveˆtement de S en restriction a` chaque feuille de X . Dans ce cas X est naturellement
muni d’une lamination bore´lienne F de´finie par un atlas feuillete´ obtenu par image re´ciproque d’un
atlas fini de S. On de´finit de fac¸on analogue la notion de BT-home´omorphisme local.
Le lecteur remarquera qu’un BT-reveˆtement n’est rien d’autre qu’un reveˆtement au sens classique
de´fini sur l’espace topologique sous-jacent a` X , avec la particularite´ d’eˆtre globalement bore´lien.
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4.1.1 Suspensions.
Des nombreux exemples de BT-reveˆtements sont construits par le proce´de´ de suspension, que nous
de´crivons ici. Soit Γ le groupe fondamental de S. Supposons qu’il agit de fac¸on bore´lienne sur un
espace de Borel standard T . Nous conside´rons l’action diagonale de Γ sur le prisme X˜ = S˜ × T , ou`
S˜ est le reveˆtement universel de S. L’espace quotient de cette action X = X˜/Γ est naturellement
muni d’une structure MT dont on ve´rifie aise´ment qu’elle est standard. La projection sur le premier
facteur p1 : X˜ → S˜ passe au quotient en une application de reveˆtement ρ : X → S, comme l’indique
le diagramme commutatif suivant:
X˜
qˆ
//
p1

X
ρ

S˜
q
// S
Le BT-reveˆtement (X, ρ) est appele´ la suspension de l’action.
Re´ciproquement, si (X, ρ) est un BT-reveˆtement de S, nous pouvons pre´senter (X, ρ) comme
une suspension. On se fixe un point ∗ ∈ S et on note T = ρ−1(∗) la transversale de X pre´image de
∗ par l’application de reveˆtement ρ. Le groupe Γ agit de fac¸on bore´lienne sur T , et la suspension de
cette action nous donne pre´cise´ment le BT-reveˆtement (X, ρ) de de´part.
4.2 Laminations hyperfinies et reveˆtements
Le but de ce paragraphe est la preuve du re´sultat suivant:
The´ore`me 4.1. Soit (X,F) une lamination bore´lienne par plans. Alors les trois conditions suiv-
antes sont e´quivalentes:
1. (X,F) est hyperfinie;
2. (X,F) est un BT-reveˆtement de toute surface de genre ≥ 1;
3. (X,F) est un BT-reveˆtement de T2;
4. (X,F) est de´finie par une BT-action libre de R2.
Les implications (2)⇒(3)⇒(4) sont imme´diates. Le tore T2 e´tant une surface de genre 1, la
condition (3) est un cas particulier de (2). Si (X,F) est un BT-reveˆtement de T2, alors on peut
relever l’action naturelle de R2 sur le tore en une BT-action localement libre sur (X,F). Les feuilles
de (X,F) e´tant par hypothe`se des plans, cette action n’a pas de point fixe.
Le lemme suivant, c’est a` dire l’implication (4)⇒(1), est un corollaire d’un re´sultat de Jack-
son, Kechris et Louveau [23], selon lequel une action bore´lienne d’un groupe discret moyennable a`
croissance polynomiale engendre une relation d’e´quivalence hyperfinie:
Lemme 4.2. Toute BT-action de R2 est hyperfinie.
De´monstration. Soit S une transversale bore´lienne de (X,F) et on conside`re Sˆ le sature´ de S par
l’action bore´lienne de Z2 induite sur X par celle de R2. Le bore´lien Sˆ n’est pas une transversale
car en ge´ne´rale non ferme´ ou non discret. La relation d’e´quivalence bore´lienne induite par F sur Sˆ
est ne´anmoins a` classes de´nombrables et hyperfinie d’apre`s [23]. La restriction de cette relation au
sous-bore´lien S sera e´galement hyperfinie.
L’implication qui ne´cessite le plus de travail est (1)⇒(2), que nous e´nonc¸ons explicitement dans
la proposition suivante:
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Proposition 4.3. Toute lamination par plans hyperfinie est un BT-reveˆtement de toute surface de
genre non nul.
L’ide´e de la preuve est la suivante. Si (X,F) est une lamination par plans hyperfinie, alors
d’apre`s le the´ore`me 3.1, elle est fortement hypercompacte, ce qui signifie qu’elle admet une filtration
compacte simplicial Bn forme´e par des bore´liens dont toutes les feuilles sont des disques. Fixons une
surface de genre non nul S. Nous allons construire une BT-application de reveˆtement ρ : X → S
comme limite d’une suite de BT-home´omorphismes locaux ρn : Bn → S de´finis sur la filtration Bn.
4.2.1 De´coupages relatifs.
Soit Π et Πˆ deux piles simpliciales de (X,F). On suppose Π ⊂ Πˆ.
On dira que Π est une sous-pile pleine de Πˆ si toute plaque de Πˆ rencontre Π et s’il existe un
plongement simplicial f : Ω→ Ωˆ de la base de Π dans la base de Πˆ et un diagramme commutatif
Π
i //
p

Πˆ
pˆ

Ω
f
// Ωˆ
ou` p et pˆ sont les projections des piles sur leurs bases respectives. Les trois proprie´te´s suivantes
de´coulent imme´diatement de la de´finition de sous-pile pleine:
a) chaque plaque de Πˆ contient une et une seule plaque de Π. En particulier, les verticales de Π
et Πˆ sont les meˆmes;
b) l’application pˆ ◦ i est une application simple au sens de la de´finition 2.1.4 (pag. 11).
c) Les verticales de Π et Πˆ co¨ıncident, de sorte que tout de´coupage Πi de Π de´termine un
de´coupage Πˆi de Πˆ.
On ge´ne´ralise la de´finition ci-dessus a` des paires de bore´liens a` feuilles compactes. On dira qu’un
bore´lien simplicial B ⊂ Πˆ est un sous-bore´lien plein de la pile Πˆ s’il admet un de´coupage en un
nombre fini de sous-piles pleines de Πˆ. Plus ge´ne´ralement, on dira que B ⊂ Bˆ est un sous-bore´lien
plein de Bˆ s’il existe un de´coupage de Bˆ en piles simpliciales Πˆj tel que Bj = B ∩ Πˆj est un sous-
bore´lien plein de la pile Πˆj pour tout j. On appellera cela un de´coupage de Bˆ relatif a` B, ou bien
un de´coupage relatif de la paire (B, Bˆ).
On remarque d’abord le fait e´le´mentaire suivant:
Lemme 4.4. Soient B1, B2 ⊂ Bˆ deux sous-bore´liens disjoints de Bˆ. Si Πˆ1i et Πˆ2j sont des de´coupages
de Bˆ relatifs a` B1 et B2 respectivement, alors Πˆij = Πˆ
1
i ∩Πˆ2j est un de´coupage de Bˆ relatif a` B1∪B2.
Nous prouvons maintenant un analogue du the´ore`me 2.5 pour des paires de bore´liens simpliciaux.
Lemme 4.5. Toute paire de bore´liens simpliciaux a` feuilles compactes B ⊂ Bˆ admet un de´coupage
relatif.
De´monstration. Soient T et Tˆ les espaces de feuilles de B et Bˆ respectivement. On conside`re
l’application ν : Tˆ → N qui assigne a` chaque t ∈ Tˆ le nombre de feuilles de B contenues dans la
feuille correspondante Bˆt de B. La mesurabilite´ de l’application ν se montre de fac¸on analogue a`
celle de l’application ♯ (voir la proposition 1.4). On peut alors se ramener au cas ou` la fonction ν
est constante e´gale a` un nombre entier positif r(B, Bˆ) que nous appellerons le nombre d’intersection
de la paire.
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Premie`re e´tape. On suppose r(B, Bˆ) = 1. Dans ce cas il suffit de montrer que l’application pˆ ◦ i
dans le diagramme
B
i //
pˆ◦i
>
>>
>>
>>
> Πˆ
pˆ

Ωˆ
est semi-simple. Cette BT-application e´tant simpliciale, cela de´coule imme´diatement du corollaire
2.6.
Deuxie`me e´tape. Nous appliquons maintenant une re´currence sur le nombre d’intersection r(B, Bˆ).
On suppose que toute paire de bore´liens simpliciaux dont le nombre d’intersection est plus petit ou
e´gale a` n ve´rifie l’e´nonce´ du lemme, et on conside`re une paire B ⊂ Bˆ avec r(B, Bˆ) = n + 1. La
projection naturelle de l’espace de feuilles T de B sur l’espace de feuilles Tˆ de Bˆ est bore´lienne et
a` fibres finies et admet donc une section bore´lienne d’apre`s le the´ore`me 1.2. Celle-ci de´coupe B en
deux bore´liens sature´s B1 et B2, le premier correspondant a` l’image de cette section et le deuxie`me
e´tant son comple´mentaire dans B. Nous avons alors r(B1, Bˆ) = 1 et r(B2, Bˆ) = n. Les paires
(B1, Bˆ) et (B2, Bˆ) admettent alors des de´coupages relatifs par hypothe`se de re´currence. Le lemme
4.4 permet de conclure.
4.2.2 Extension d’home´omorphismes locaux.
Le but de ce paragraphe est de montrer le lemme suivant:
Lemme 4.6. Soient B et Bˆ deux bore´liens simpliciaux par disques, avec B ⊂ int(Bˆ). Si ρ : B → S
est un BT-home´omorphisme local semi-simple sur une surface ferme´e S, alors il admet une BT-
extension semi-simple ρˆ : Bˆ → S.
De´monstration. Quitte a` de´couper Bˆ on peut supposer d’apre`s le lemme 4.5 que celui-ci est une pile
simpliciale Πˆ et que B se de´coupe a` son tour en exactement r piles Π1, . . . ,Πr qui sont pleines dans
Πˆ. De plus, on peut supposer que les piles Πk sont contenues dans une des piles du de´coupage de B
de´termine´ par l’application semi-simple ρ. En effet, le de´coupage de ρ sur chaque pile Πk de´termine
un de´coupage de Πˆ (voir la proprie´te´ (c) en page 20). L’intersection de ces de´coupages nous en
donne un dont chaque pile ve´rifie les conditions requises.
Nous avons donc pour chaque k = 1, . . . , r une paire de diagrammes commutatifs:
Πk
ρ
//
pk

S
Ωk
fk
??~~~~~~~~
Πk
i //
pk

Πˆ
pˆ

Ωk
gk // Ωˆ
ou` pk de´signe la projection de la pile Πk sur sa base Ωk, fk est l’home´omorphisme local associe´ a`
l’application simple ρ|Πk , et gk un plongement simplicial du disque Ωk dans l’inte´rieur du disque Ω¯.
Le proble`me de l’extension semi-simple de ρ est ainsi re´duit au proble`me de l’extension des
home´omorphismes locaux fk : Ωk → S au disque Ω¯. Plus pre´cise´ment, il suffit de trouver un
home´omorphisme local f : Ωˆ → S tel que fk = f ◦ gk pour tout k. Pour ce faire on conside`re le
reveˆtement universel de S:
q : R2 → S.
On choisit alors des rele`vements f˜k : Ωk → R2 des fk relatifs au reveˆtement q, dont les images sont
des disques D1, . . . , Dr de R
2 deux a` deux disjoints. On conside`re ensuite un ”grand” disque D, qui
peut eˆtre suppose´ me´trique et centre´ en 0, dont l’inte´rieur contient les ”petits” disques D1, . . . , Dr.
On remarque que les surfaces planaires
Ωˆ− ∪kΩk , D − ∪kDk
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sont home´omorphes car elles sont planaires avec le meˆme nombre de composantes connexes dans le
bord. Un home´omorphisme entre ces deux surfaces permet d’e´tendre naturellement les plongements
f˜k en un plongement f˜ : Ω¯ → R2. L’home´omorphisme local f = q ◦ f˜ ve´rifie alors les conditions
requises. Ceci comple`te la preuve du lemme.
4.2.3 Re´tre´cissement d’un bore´lien simplicial.
On note sdn(K) la triangulation de (X,F) obtenue au moyen de la n-ie`me subdivision barycentrique
de K. Pour tout ensemble A ⊂ X , on de´finit la n-e´toile de A comme le comple´mentaire starn(A)
des triangles de sdn(K) qui ne rencontrent pas A. Il n’est pas difficile de ve´rifier que si A est un
bore´lien de X , il en est de meˆme pour starn(A).
Soit Ω une surface simpliciale pour la triangulation K contenue dans une feuille de (X,F). Pour
chaque entier non ne´gatif n ∈ N on de´finit le n-re´tre´cissement de Ω comme e´tant le ferme´
retn(Ω) = Ω− starn(∂Ω).
Il est re´union des triangles de sdn(K) contenus dans Ω et ne rencontrant pas son bord ∂Ω. On
remarque que retn(Ω) est un ferme´ de Ω contenu dans l’inte´rieur de retn+1(Ω) et que int(Ω) =⋃
n retn(Ω). Pour n ≥ 1, le n-re´tre´cissement d’un disque simplicial pour K est un disque simplicial
pour sdn(K).
Soit B un bore´lien simplicial de (X,F). On de´finit le n-re´tre´cissement de B comme e´tant
l’ensemble retn(B) obtenu par n-re´tre´cissement de chaque feuille de B. Il est tre`s facile de voir (en
tenant compte du the´ore`me 2.5) que si B est a` feuilles compactes alors retn(B) est aussi un bore´lien
(simplicial pour la triangulation sdn(K) et a` feuilles compactes). En effet, le n-re´tre´cissement d’une
pile simpliciale est clairement une pile simpliciale.
4.2.4 Preuve de la proposition 4.3.
La preuve consiste en une application re´pe´te´e du lemme 4.6. Reprenons la filtration par disques Bn
de la lamination (X,F). Pour chaque n le bore´lien Bn est contenu dans Bn+1, mais il n’est pas
contenu dans l’inte´rieur de Bn+1 La paire (Bn, Bn+1) ne ve´rifie donc pas les hypothe`ses du lemme
4.6. Pour pallier a` cette difficulte´ il suffit de re´tre´cir convenablement les Bn. On de´finit
Bˆn = retn(Bn) , n ∈ N
Les bore´liens Bˆn ve´rifient les conditions d’une filtration compacte forte a` l’exception du fait qu’il
ne sont pas tous simpliciaux relativement a` la meˆme triangulation. Pour tout n la paire (Bˆn, Bˆn+1)
ve´rifie tout de meˆme les conditions du lemme 4.6 relativement a` la triangulation sdn+1(K).
On se fixe un de´coupage en piles de B1 et on se donne un premier BT-home´omorphisme local
ρ1 : B1 → S, de´fini sur chaque pile Π de B1 par le diagramme suivant:
Π
ρ1 //
p

S
Ω
f
??
ou` p est la projection de Π sur sa base Ω, et f : Ω → S un home´omorphisme local quelconque.
Le BT-home´omorphisme local ρ1 est alors semi-simple par construction. On applique le lemme
4.6 a` chaque e´tape pour obtenir une suite ρn : Πn → S de BT-home´omorphismes locaux semi-
simples, chacun e´tendant le pre´ce´dent. La limite ρ = lim ρn est alors un BT-home´omorphisme local
globalement de´fini.
Rien n’a e´te´ pourtant dit jusqu’a` pre´sent qui permette d’assurer que ρ est un BT-reveˆtement.
Pour ce faire il suffit de bien choisir, dans la preuve de 4.6, les disques me´triques D, de sorte que
ceux correspondants a` l’e´tape n aient un rayon supe´rieur ou e´gal a` n. De cette fac¸on on assure la
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comple´tude du BT-home´omorphisme local ρ qui devient donc un BT-reveˆtement. La proposition
est de´montre´e.
Remarque 4.7. Si (X,F) est une lamination par plans hyperfinie de classe Cp, avec 0 ≤ p ≤ ∞,
on peut construire le BT-reveˆtement ρ de classe Cp. Les de´tails sont laisse´s au lecteur.
4.3 Laminations par cylindres
Une lamination bore´lienne (X,F) est dite par cylindres si toutes ses feuilles sont home´omorphes a`
S1 × R.
The´ore`me 4.8. Soit (X,F) une lamination bore´lienne par cylindres. Alors (X,F) est un BT-
reveˆtement du tore T2.
On remarque d’abord que toute lamination bore´lienne par cylindres (X,F) est hyperfinie, car
l’extension compacte d’un flot [16]. Plus pre´cise´ment, il existe une lamination bore´lienne (X1,F1)
de dimension 1 et une BT-application X → X1 a` fibres compactes. La lamination (X1,F1) e´tant
hyperfinie, il en a de meˆme pour (X,F). Ce re´sultat a e´te´ prouve´ par Ghys dans [16] pour le
cas d’une laminations topologique munie d’une mesure harmonique, et il a e´te´ adapte´ au cas d’une
mesure quasi-invariante quelconque par Blanc dans [7]. Enfin il peut eˆtre facilement adapte´ au cadre
purement bore´lien en utilisant des triangulations.
La preuve du the´ore`me 4.8 suit la meˆme de´marche que celle de du the´ore`me 4.1, mais en rem-
plac¸ant les filtrations compactes par disques par des filtrations compactes dont les feuilles sont des
cylindres compacts S1 × [0, 1]. Les de´tails seront laisse´s au lecteur.
Remarque 4.9. Le type d’une lamination par plans. Une autre question se pose naturellement a` la
vue du the´ore`me 4.1: est-ce que toute lamination par plans (non hyperfinie) est un BT-reveˆtement
d’une surface compacte? Le the´ore`me 4.1 ne re´pond pas a` cette question car il est possible de
construire des laminations par plans non hyperfinies (voir l’exemple du §2.2.1). En ge´ne´ral, la sus-
pension d’une action bore´lienne libre et pre´servant une mesure de Borel finie du groupe fondamental
de toute surface de genre ≥ 2 est une lamination par plans non hyperfinie. Or tous ces exemples sont
des BT-reveˆtements de la surface de genre 2, mais le genre de celle ci ne peut pas eˆtre re´duit d’apre`s
le the´ore`me 4.1. Nous appellerons type d’une lamination orientable (X,F) le plus petit nombre re´el
n tel que (X,F) est un BT-reveˆtement de la surface compacte orientable de genre n. Si se nombre
n’existe pas, on dira (X,F) de type infini. On remarquera que, toute surface orientable e´tant le
reveˆtement d’une surface de genre 0, 1 ou 2, le type d’une lamination par plans ne peut eˆtre que 0,
1, 2 ou ∞. D’apre`s le the´ore`me 4.1, une lamination par plans est hyperfinie si et seulement elle est
de type 1. Nous ne connaissons pas d’exemples de laminations par plans de type ∞.
5 Laminations paraboliques
5.1 Le the´ore`me d’uniformisation
Nous rappelons le the´ore`me classique suivant:
The´ore`me 5.1 (Koebe-Poincare´). Toute surface de Riemann simplement connexe est conforme´ment
e´quivalente a` l’une de ces trois surfaces: la sphe`re de Riemann, le plan euclidien ou le disque de
Poincare´.
En particulier pour toute surface S munie d’une me´trique de Riemann g, il existe une fonction
u : S → R telle que la me´trique exp(u)g est a` courbure constante e´gale a` +1, 0 ou −1. Selon la
valeur de cette constante on dira que S est elliptique, parabolique ou hyperbolique respectivement.
Exemple 5.2. Une lamination par surfaces (X,F) est dite holomorphe si elle est de´finie par un atlas
dont les changements de cartes sont holomorphes. En particulier les feuilles de (X,F) sont munies
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d’une structure conforme. Toute lamination holomorphe (X,F) peut eˆtre munie d’une me´trique de
Riemann conforme. Re´ciproquement, toute me´trique de Riemann de´termine un atlas holomorphe
donne´ par des syste`mes locaux de coordonne´es isothermes. On dira qu’une lamination holomorphe
(X,F) est parabolique si toutes ses feuilles sont paraboliques. Rappelons que les feuilles d’une telle
lamination sont des plans, des cylindres ou des tores.
Le lemme suivant est une ge´ne´ralisation du the´ore`me de Koebe-Poincare´ aux familles de struc-
tures conformes paraboliques. Un re´sultat analogue se ve´rifie pour les familles de me´triques hyper-
boliques et elliptiques, mais nous n’en ferons pas l’usage. Il peut eˆtre aussi vu comme une version
mesurable du the´ore`me d’Ahlfors-Bers [1].
Lemme 5.3. Soit (X,F) une lamination parabolique telle qu’il existe un BT-isomorphisme X ≃
R2 × T entre X et un prisme de base R2. Alors il existe une BT-application:
f : X → C
qui est une e´quivalence conforme en restriction a` chaque feuille de (X,F).
De´monstration. La donne´e de f e´quivaut a` celle d’une famille bore´lienne d’e´quivalences conformes
ft : Lt → C ou` Lt est la feuille de (X,F) correspondant au point t ∈ T .
On utilise les cartes locales d’un atlas feuillete´ holomorphe de (X,F) pour fixer de fac¸on bore´lienne
un parame´tre complexe zt au voisinage de 0 dans chaque feuille Lt. D’apre`s le the´ore`me de Koebe-
Poincare´, il existe une bijection holomorphe non constante ft : Lt → C pour tout t ∈ T . Cette
fonction est donne´e par ft = Mt ◦ gt, ou` gt : Lt → C ∪ {∞} est une fonction me´romorphe non
constante et Mt une transformation de Mo¨bius (cf. [13], §IV.4.8). La fonction gt est de´finie sous la
forme:
gt = ut +
√−1vt
ou` ut est une fonction harmonique dans Lt−{0} limite d’une suite unt , chacune solution du proble`me
de Dirichlet dansMt−{|zt| < 1/n} donne´ par la condition de contour unt (z) = Re(1/zt). La fonction
vt est limite de solutions du proble`me de Dirichlet sur Lt − {|zt| < 1/n} avec Re(
√−1/zt) comme
condition de contour (voir [13], §IV.4 pour les de´tails).
Nous remarquons que la me´thode de Perron (voir par exemple [2], §III.3) entraˆıne la de´pendance
mesurable des solutions du proble`me de Dirichlet relativement aux conditions de contour. En effet,
si U est une re´gion re´gulie`re de M et c est une fonction complexe continue de´finie sur ∂U , alors il
existe une seule extension de c a` U qui soit harmonique sur U . Cette fonction est donne´e par la
formule universelle:
u(z) = sup
v∈V(c)
v(z)
ou` V(c) est la famille des fonctions sous-harmoniques sur U telles que:
lim
z∈ζ
v(z) ≤ c(ζ)
pour tout ζ ∈ ∂U . Ceci montre la mesurabilite´ des familles ut et vt, et donc celle de ft.
5.2 Groupo¨ıde fondamental
Soit (X,F) une lamination bore´lienne de dimension n. Un chemin de (X,F) est une application
continue c : [0, 1] → L ou` L est une feuille de (X,F). On note Π(X,F) l’espace forme´ par les
classes d’homotopie de chemins de (X,F). Rappelons que les homotopies conside´re´es sont suppose´es
pre´server l’origine et l’extre´mite´ des chemins. Les applications qui associent a` tout chemin tangent
son origine et son extre´mite´ de´terminent donc des applications:
Π(X,F)
α
++
β
33 X
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bien de´finies au niveau des classes d’homotopie. L’espace Π(X,F) est naturellement muni d’une
structure de groupo¨ıde dont α et β sont les applications source et but respectivement, et dont la loi
de composition est donne´ par passage aux classes d’homotopie de la somme usuelle de chemins. On
appelle Π(X,F) le groupo¨ıde fondamental de la lamination (X,F).
Pour tout x ∈ X , on notera L˜x et L˜x la α-fibre et la β-fibre de x. Tout e´le´ment γ ∈ Π(X,F) avec
x = α(γ) et y = β(γ) agit a` gauche sur les points de L˜y les envoyant sur L˜x. De fac¸on analogue, il
agit a` droite sur les points de L˜x les envoyant sur L˜y. On notera ces applications:
τγ : L˜y → L˜x , ργ : L˜x → L˜y
On peut de´finir de fac¸on analogue le groupo¨ıde fondamental Π(X) d’un BT-espace standard
quelconque X et le munir d’une BT-structure dont les feuilles sont les groupo¨ıdes fondamentaux des
feuilles de X . Dans le cas d’une lamination bore´lienne, nous de´finirons explicitement la BT-structure
du groupo¨ıde fondamental par le biais des cartes d’un atlas feuillete´ bore´lien.
5.2.1 La structure BT de Π(X,F).
Par analogie avec la structure topologique ou diffe´rentiable des groupo¨ıdes des feuilletages (cf. [3])
nous allons de´finir une lamination bore´lienne sur l’espace Π(X,F) dont les feuilles sont des varie´te´s
de dimension 2n. Cette lamination est l’analogue bore´lien des laminations induites α∗(F) = β∗(F)
dans le cas diffe´rentiable. Les applications source et but seront des BT-submersions dont les fibres
de´finiront des laminations de dimension n sur Π(X,F) syme´triques relativement a` la structure de
groupo¨ıde.
Soit Bn la boule ouverte unite´ de Rn et T un espace de Borel standard. Soit Bn × T × Bn un
prisme de verticale T . Une BT-application:
c : [0, 1]× Bn × T × Bn → X
est dite un tube de chemins de (X,F) si les applications:
c0(·, ·, y) : Bn × T → X , c1(x, ·, ·) : T × Bn → X
sont des BT-plongements quels que soient x, y ∈ Bn. Les deux applications ci-dessus repre´sentent
des parame´trages locaux de la lamination (X,F). Les applications c(·, x, t, y) : [0, 1] → X sont des
chemins de (X,F) qui relient les points c0(x, t, y) et c1(x, t, y). Par passage aux classes d’homotopie
de chemins nous obtenons une application injective:
cˆ : Bn × T × Bn → Π(X,F)
On conside`re une famille de´nombrable de tubes de chemins ci et on note Ui l’image dans Π(X,F)
de chaque cˆi. Si la famille Ui recouvre Π(X,F) alors les applications
ϕ˜i = cˆ
−1
i : Ui → Bn × T × Bn
sont les cartes d’un atlas feuillete´ bore´lien sur Π(X,F). On notera F˜ la lamination bore´lienne de´finie
par cet atlas. Ceci munit l’espace Π(X,F) d’une BT-structure, de sorte que l’inclusion canonique:
X → Π(X,F)
qui consiste a` envoyer le point x ∈ X sur la classe d’homotopie du lacet constant en x, est en fait
un plongement de BT-espaces.
On ve´rifie aise´ment que la lamination (Π(X,F), F˜) peut eˆtre donne´ par un atlas feuillete´ de la
meˆme classe que (X,F). Les applications
Π(X,F)
α
++
β
33 X
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sont des BT-applications dont la restriction a` chaque feuille de F˜ est une submersion sur une feuille
de (X,F). Remarquons d’ailleurs que les feuilles de cette lamination (Π(X,F), F˜) ne sont que les
groupo¨ıdes fondamentaux des feuilles de (X,F). Les fibres de α (resp. β) de´finissent sur Π(X,F)
une autre lamination plus fine de meˆme classe et dimension que F que nous noterons Fα (resp. Fβ).
Remarquons que les translations a` gauche et a` droite:
τγ : L˜y → L˜x , ργ : L˜x → L˜y
sont des diffe´omorphismes de classe maximale entre les feuilles de Fα et Fβ respectivement.
5.3 Moyennabilite´
Unemoyenne sur un espace de Borel standard mesure´ (T, λ) est par de´finition un e´tat dans L∞(T, λ).
Autrement dit, une moyenne est une fonctionnelle continue m : L∞(T, λ) → R positive sur les
fonctions positives, et telle que m(1) = 1.
De´finition 5.4. Une lamination bore´lienne diffe´rentiable (X,F) est dite moyennable si elle admet
une moyenne relative a` sa classe de Lebesgue, i.e. une application line´aire positive:
m : L∞(X,F)→ L∞(X,F)
qui a` tout e´le´ment f ∈ L∞(X,F) associe une fonction m(f) ∈ L∞(X,F) basique, i.e. constante
le long des feuilles, et telle que m(1) = 1. Ici L∞(X,F) de´signe l’espace vectoriel des fonctions
bore´liennes f : X → R qui sont λ-essentiellement borne´es sur chaque feuille, ou` λ est la classe de
Lebesgue de (X,F).
Pour des raisons pratiques, nous allons donner une de´finition e´quivalente a` celle de moyenne: celle
de syste`me bore´lien de moyennes. Un syste`me bore´lien de moyennes sur (X,F) est une fonction m
qui assigne a` chaque x ∈ X une moyenne:
mx ∈ (L∞(L˜x, λx))∗
sur la feuille correspondante ve´rifiant les conditions suivantes:
1. mx = my pour x et y dans la meˆme feuille de X ;
2. Pour toute fonction bore´lienne borne´e f : X → R la fonction x 7→ mx(f) est bore´lienne.
Un syste`me bore´lien de moyennes mx sur X de´finit sur celui-ci une moyenne m en posant
m(f)(x) = mx(f). De fac¸on analogue, une moyenne de´finit un syste`me bore´lien de moyennes
par restriction aux feuilles. Les deux notions sont donc e´quivalentes.
De´finition 5.5. Soit (X,F) une lamination bore´lienne diffe´rentiable et soit Π(X,F) son groupo¨ıde
fondamental. On dira que Π(X,F) est moyennable a` gauche s’il existe un syste`me bore´lien de
moyennes m sur la lamination F˜α tel que
• Pour tout γ ∈ Π(X,F) avec x = α(γ) et y = β(γ), et toute fonction bore´lienne f ∈ L∞(L˜x, µ),
on a:
m˜x(f) = m˜y(τ
∗
γ (f))
On de´finit de fac¸on analogue la moyennabilite´ a` droite.
Remarque 5.6. La de´finition de moyennabilite´ apparaˆıt dans le cas des groupes localement com-
pacts (cf. [20]). Si G est un groupe localement compact et ν sa mesure de Haar, alors on de´finit une
moyenne invariante a` gauche (resp. a` droite) sur G comme e´tant un e´tat dans L∞(G, ν) invariant
par l’action de G sur l’espace (L∞(G, ν))∗ induite par l’action a` gauche (resp. a` droite) de G sur
lui meˆme. Cette de´finition a e´te´ ge´ne´ralise´e par Anantharaman-Delaroche et Renault [5] au cas des
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groupo¨ıdes bore´liens, eux aussi munis d’un ”syste`me de mesures de Haar” et d’une mesure transverse
quasi-invariante. Notre de´finition est plus forte la de´finition 3.2.1 de [5]. Notre de´finition 5.5 est en
effet celle de [5], mais a` un de´tail pre`s: la mesurabilite´ du syste`me de moyennes est conside´re´e ici
de manie`re globale et non plus relativement a` une mesure quasi-invariante. La moyennabilite´ d’un
groupo¨ıde au sens de notre de´finition entraˆıne la moyennabilite´ du groupo¨ıde au sens de [5] quelle
que soit la mesure quasi-invariante choisie, ce que Anantharaman-Delaroche et Renault appellent la
measurewise amenability du groupo¨ıde.
Exemple 5.7. Si (X,F) est de´finie par une action φ d’un groupe de Lie moyennable G, alors (X,F)
est moyennable. En effet, si m ∈ (L∞(G, ν))∗ est une moyenne invariante a` gauche sur G, alors nous
avons sur X un syste`me bore´lien de moyennes φ∗(m) de´fini par
φ∗(m)x(f) = m(φ(·, x)∗f) , f ∈ L∞(Lx, λx).
Cet exemple permet d’illustrer le fait suivant:
Proposition 5.8. Soit (X,F) une lamination diffe´rentiable. Si son groupo¨ıde fondamental Π(X,F)
est moyennable a` gauche ou a` droite, alors (X,F) est moyennable.
De´monstration. En effet, si m˜ est un syste`me de moyennes invariant a` gauche sur Π(X,F), on
de´finit mx(f) = m˜x(β
∗
x), ou` β
∗
x : L˜x → Lx est le reveˆtement conforme de la feuille Lx de´fini par
l’application but β. Le meˆme raisonnement s’applique au cas de la moyennabilite´ a` droite.
Remarquons toutefois que la re´ciproque n’est pas vraie en ge´ne´ral, c’est-a`-dire qu’il existe des
laminations moyennables dont le groupo¨ıde fondamental est non moyennable.
5.4 Moyennabilite´ des laminations paraboliques
On retourne ici au cas des laminations par surfaces, et plus particulie`rement au cas des lamina-
tions holomorphes. Ce sont par de´finition des laminations diffe´rentiables, de sorte que sa classe de
Lebesgue est bien de´finie.
The´ore`me 5.9. Si (X,F) est une lamination holomorphe parabolique, alors son groupo¨ıde fonda-
mental Π(X,F) est moyennable a` gauche et a` droite.
De´monstration. Les feuilles de la lamination Fα, de´finie sur Π(X,F), sont toutes des plans car
elles peuvent eˆtre identifie´s au reveˆtement universel des feuilles de F . Elle est d’ailleurs clairement
hyperfinie car elle admet un domaine fondamental, i.e. un bore´lien de Π(X,F) qui rencontre chaque
feuille en un seul point. Elle est donc, d’apre`s le the´ore`me 4.1, un BT-reveˆtement du tore T2.
L’action naturelle de R2 sur celui-ci se rele`ve en une BT-action localement libre de R2 sur Π(X,F)
φ : R2 ×Π(X,F)→ Π(X,F)
de´finissant la lamination Fα. Sa restriction a` X donne un BT-isomorphisme:
φ|R2×X : R2 ×X → Π(X,F).
Par conse´quent le BT-espace Π(X,F) est un prisme et (Π(X,F),Fα) est ve´rifie les conditions du
lemme 5.3. Il existe une BT-application
f : Π(X,F)→ C
qui est une e´quivalence conforme en restriction a` chaque feuille de Fα.
Le groupe G des similitudes du plan euclidien C est un produit semi-direct de groupes abe´liens,
donc moyennable. Son action sur C e´tant transitive et pre´servant la classe de la mesure de Lebesgue
λ, il existe une moyenne m˜ ∈ (L∞(C, λ))∗1 invariante par G. Le rele`vement de la moyenne m˜ par le
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biais de l’application f nous donne un syste`me bore´lien de moyennes m˜x ∈ (L∞(L˜x, λ))∗, x ∈ X , sur
la lamination Fα. Mais rappelons que, pour tout γ ∈ Π(X,F), la translation a` gauche τγ : L˜y → L˜x
est une e´quivalence conforme. L’invariance de m˜ par l’action du groupe conforme G entraˆıne alors
celle de m˜x par les translations τγ . En d’autres mots, nous avons une moyenne invariante a` gauche
sur le groupo¨ıde Π(X,F). On raisonne de fac¸on analogue pour montrer la moyennabilite´ a` droite.
Le the´ore`me est de´montre´.
5.5 Reveˆtements du tore, me´triques plates et actions localement libres
de R2
Le but de ce paragraphe est de montrer le the´ore`me 0.3 e´nonce´ dans l’introduction. On supposera
que (X,F) est une lamination bore´lienne orientable de classe C1 munie d’une mesure transverse
quasi-invariante µ.
Supposons que (X,F) est hyperfinie par plans, tores et cylindres mod(µ). Ceci signifie qu’il existe
un bore´lien sature´ de mesure totale X ′ ⊂ X tel que la lamination induite (X ′,F ′) est hyperfinie par
plans, tores et cylindres. On peut de´couper maintenant X ′ en trois bore´liens sature´s X ′1, X
′
2 et X
′
3
re´union respectivement des tores, cylindres et plans de la lamination F ′ (voir par exemple [16]). Les
laminations induites par F ′ sur X ′2 et X ′3 sont des BT-reveˆtements de T2 d’apre`s les the´ore`mes 4.1
et 4.8. Enfin la lamination par tores induite par F ′ sur X ′1 est un BT-reveˆtement car X ′1 admet un
de´coupage en piles (cf. the´ore`me 2.5). L’implication (1)⇒(2) est de´montre´e.
Un BT-reveˆtement de T2 est de´fini par une BT-action localement libre de R2 rele`vement de
l’action naturelle de celui-ci sur T2. Une telle action de´termine de manie`re e´vidente une me´trique
plate comple`te sur les feuilles, qui est parabolique d’apre`s le the´ore`me d’uniformisation de Koebe-
Poincare´. Ceci montre les implications (2)⇒(3)⇒(4)⇒(5).
Enfin si une lamination (X,F) admet une me´trique de Riemann parabolique mod(µ) alors elle est
moyennable mod(µ) d’apre`s le the´ore`me 5.9. En particulier elle est µ-moyennable et donc hyperfinie
mod(µ) d’apre`s [11]. Ses feuilles sont des plans, tores ou cylindres car ce sont les seules trois surfaces
admettant une me´trique parabolique.
6 Existence de triangulations
Nous esquissons ici la preuve du fait que toute lamination bore´lienne (X,F) de dimension 2 admet
une triangulation. Rappelons qu’une triangulation est donne´e par une famille de´nombrable de piles
de triangles
πi : ∆× Ti ≃ Σi
de (X,F). Chaque triangle σ est muni d’un parame´trage canonique πσ : ∆ → σ. On demande les
deux conditions suivantes:
• Si σ et τ sont deux triangles diffe´rents d’intersection non vide, alors ils ont soit une areˆte, soit
un sommet en commun.
• Si σ ∩ τ se rencontrent le long d’une areˆte, alors le changement de parame´trage π−1σ ◦ πτ est
une bijection affine entre deux areˆtes de ∆.
On supposera que la lamination (X,F) est de classe C1, i.e. elle est donne´e par un atlas feuillete´
bore´lien:
ϕi : Ui → B× Ti
dont les changement de plaques fij(·, t) sont des diffe´omorphismes locaux de classe C1. Ici B de´signe
la boule ouverte unite´ de R2.
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6.1 Existence de me´triques comple`tes
Quitte a` prendre un raffinement convenable des Ui on peut supposer que les plaques de ceux-ci sont
relativement compactes dans les feuilles de (X,F). On de´finit alors une me´trique gi = ϕ∗i |dz| sur les
plaques de chaque Ui. Une partition de l’unite´ permet de recoller ces me´triques pour obtenir une
me´trique globalement de´finie g sur les feuilles de F . Puisque les plaques des Ui sont relativement
compactes, la me´trique g est comple`te le long de chaque feuille. Nous avons donc le re´sultat suivant.
Lemme 6.1. Toute lamination bore´lienne de classe C1 admet une me´trique comple`te.
6.2 Existence d’un atlas adapte´
Soit g une me´trique comple`te sur une lamination bore´lienne (X,F). Un atlas feuillete´ bore´lien de
(X,F) est dit convexe si toutes ses plaques sont convexes.
Lemme 6.2. Toute lamination bore´lienne admet un atlas convexe.
De´monstration. Pour tout x ∈ X et tout ǫ ∈ R+, on note Bǫ(x) la boule de rayon ǫ centre´e en x. Il
est bien connu que pour tout x il existe un rayon ǫ(x) > 0 tel que Bδ(x) est un voisinage convexe de
x pour tout δ ≤ ǫ(x). Nous laissons au lecteur la taˆche tre`s simple de ve´rifier que l’on peut supposer
que la fonction ǫ(x) est bore´lienne.
Soit T transversale bore´lienne de (X,F). Il est possible de de´couper T en une famille Ti de sorte
que, pour tout i et toute paire x, y ∈ Ti, les boules Bǫ(x)(x) et Bǫ(y)(y) sont disjointes. On posera:
Ui =
⋃
x∈Ti
Bǫ(x)(x)
le bore´lien re´union des ǫ-boules centre´s en les points de Ti. On de´finit alors un parame´trage
πi : B× Ti → Ui
en normalisant l’application exponentielle relativement a` la fonction ǫ. Si l’on choisit la transversale
T suffisamment grande pour que la famille de bore´liens Ui soit un recouvrement de X , alors les
paires (Ui, π
−1
i ) constituent par construction un atlas feuillete´ bore´lien convexe de (X,F).
Soit A un atlas feuillete´ de (X,F). On appelle l’e´toile d’un point x ∈ X relativement a` A l’ouvert
stA(x) re´union des plaques de A qui contiennent x. Un atlas sera dit adapte´ a` une me´trique g si
stA(x) est un convexe de g pour tout x ∈ X . Nous avons le re´sultat suivant, dont la preuve est
analogue a` celle de 6.2.
Lemme 6.3. Toute lamination bore´lienne admet un atlas adapte´.
6.3 Construction d’une triangulation
Soit (X,F) une lamination bore´lienne et g une me´trique comple`te. On se fixe un atlas (Ui, ϕi) de
(X,F) adapte´ a` la me´trique g. On appelle centre d’une plaque Ut de Ui le point bt = ϕ−1i (0, t), ou`
0 est le centre de la boule B. Pour chaque paire de plaques Ut et Us qui se rencontrent, on trace la
seule ge´ode´sique qui rejoint les centres bt et bs. Nous obtenons localement un dessin illustre´ par la
figure´ 1.
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Figure 1: Triangulation des laminations
Nous avons ainsi une de´composition des feuilles de (X,F) en disques ferme´s, de´limite´s par des
morceaux de ge´ode´sique. Nous fixons dans chaque disque son centre de gravite´ relatif au volume
de la me´trique g, et nous trac¸ons les ge´ode´siques qui rejoignent le barycentre de chaque disque
avec les centres des plaques contenus dans ce disque. Le re´sultat est une famille de triangulations
{KL | L ∈ F} des feuilles de (X,F). Chaque triangle peut eˆtre identifie´ a` son centre de gravite´.
L’espace K de tous les triangles devient ainsi une transversale bore´lienne de (X,F).
On de´compose K en une famille de´nombrable de bore´liens Ti de sorte que deux triangles diffe´rents
d’un meˆme Ti ne se coupent pas. On note
Σi =
⋃
σ∈Ti
σ
le bore´lien re´union de tous les triangles de Ti et on construit des parame´trages
πi : ∆× Ti → Σi
qui envoient homothe´tiquement les areˆtes de ∆ sur celles de K. Le coefficient de cette homothe´tie est
unique et e´gal a` la longueur de l’areˆte correspondante. Les changements de parame´trage sont affines
par construction. La famille de piles Σi est la famille ge´ne´ratrice d’une triangulation de (X,F).
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